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Vorwort. 


Üs  war  zur  Zeit,  als  der  arg  vernachlässigte  Baum  der  exakten  Wissen- 
schaften in  allen  seinen  Teilen,  besonders  der  mathematische  Zweig  desselben, 
sich  einer  neuen,  aufmerksamen  Pflege  zu  erfreuen  begann,  als  demselben  ein 
neues  Eeis  —  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  —  von  Pascal  und  Fermat 
aufgepfropft  wurde.  Durch  die  Pflege  der  Mathematiker  Bernoulli  entwickete 
sich  dasselbe  bald  zu  einem  sehr  fruchtbaren  Zweig  der  Mathematik,  welcher 
von  vielen  bedeutenden  Mathematikern  —  es  seien  Laplace,  Poisson,  Gauss 
erwähnt  —  gepflegt,  bereichert  und  mit  anderen  Gebieten  des  Wissens  verbunden 
wurde.  Die  modernen  Statistiker  fanden  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
die  Grundlagen  ihrer  Wissenschaft.  Aber  auch  das  ganze  Versicherungswesen, 
das  in  jüngster  Zeit  so  sehr  in  den  Vordergrund  tritt,  muss  seinen  Ausgangs- 
punkt von  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  nehmen,  wenn  es  auf  wissen- 
schaftlicher Grundlage  fussen  will.  Ja  der  hauptsächlichste  Aufschwung  des- 
selben datiert  von  da  ab,  als  die  praktischen  Versicherungstechniker  die  von 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Statistik  gelieferten  theoretisch  begründeten 
Grundlagen  für  die  Praxis  annahmen.  Hiedurch  wird  auch  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung ein  erhöhtes  Interesse  entgegengebracht  und  um  ihr  Studium 
zu  erleichtern,  und  möglichst  weiten  Kreisen  zugänglich  zu  machen,  habe  ich 
über  Aufforderung  der  Verlagsbuchhandlung  es  übernommen,  das  nachfolgende 
Buch  der  Encyklopädie  anzupassen. 

Dasselbe  hat  den  Zweck,  den  Leser  in  die  Theorie  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung einzuführen.  Es  sind  in  demselben  die  wichtigsten  Lehrsätze 
dieser  Theorie  bewiesen  und  durch  gelöste  und  ungelöste  Aufgaben  ihre  An- 
wendung auf  die  verschiedensten  theoretischen  und  praktischen  Gebiete  gezeigt. 
Ausgelassen  wurden  sämtliche  auf  die  Fehlertheorie  und  Lebens  Wahrscheinlich- 
keit bezughabende  Sätze  und  Aufgaben,  da  sowohl  die  Fehlertheorie  als  die 
Lebenswahrscheinlichkeiten  in  besonderen  Büchern  behandelt  werden  sollen. 
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yi  Vorwort. 

Soweit  es  möglnih^'war,  \^yitr9jEJ  J^cjii  der  Anwendung  der  Differental-  und 
Integralreclinung  TJmgarig'gßnöi^meUj^^im'-^as  Buch  einem  weiteren  Kreise  von 
Lesern  zugänglicli 'zu 'maclien." 'Die  Teile  übrigens,  in  denen  die  höhere 
Analj^sis  Anwendung  fand,  hängen  mit  den  meisten  übrigen  Teilen  nur  lose 
zusammen,  und  können  die  letzteren  auch  ohne  die  ersteren  verstanden  werden. 
So  kann  im  I.  und  II.  Teile  alles  weggelassen  werden,  was  auf  Grund  der 
höheren  Analj^sis  bewiesen  oder  berechnet  wurde.  Nicht  so  leicht  geht  es  aber 
mit  dem  III.  Teile,  der  übrigens  seiner  ganzen  Natur  nach  mehr  theoretisches 
Interesse  darbietet,  und  für  den  Leser,  der  dieses  verfolgt,  wird  die  Infinitesimal- 
rechnung unentbehrlich. 

Als  Schluss  sind  i^ufgaben  über  Zeugenaussagen  angefügt,  die  wohl  von 
Interesse  sein  dürften  und  auf  so  einfacher  Grundlage  beruhen,  dass  sie  jeder- 
mann verständlich  sind. 

Im  Anhang  sind,  die  Berechnung  des  Laplace'schen  Integrals,  der  Beweis 

1  2  ^ 

der  Stirling'schen  Formel,  sowie  die  Tabellen  für*-?^  ^~^'    und  \/=  fe~^^dt, 

beigegeben.    Die   letztere   Tabelle  ist  den  Vorlesungen   über    Wahrscheinlich- 
keitsrechnung von  Dr.  A.  Mayer  entnommen. 

Prossnitz,  am  10.  April  1890. 

Der  Verfasser. 
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I.  Teil. 

Die  einfache  und  zusammengesetzte 
Wahrscheinlichkeit. 


A.  Über  die  mathematisclie  Wahrscheinliclikeit. 

Frage  1.     Was   versteht   man   unter 
Wahrscheinlichkeit  im  allgemei- 
nen und  was  unter  mathematischer       Antwort.     Der  Begriff,   den  man  im 
Wahrscheinlichkeit?  Sprachgebrauche  mit  dem  Worte  »Wahr- 

scheinlichkeit« verbindet,  ist  ein  sehr 
unbestimmter.     Man  sagt  das  Eintreffen 
eines  Ereignisses  ist  unmöglich,   un- 
wahrscheinlich, wahrscheinlich, 
sehr   wahrscheinlich,    gewiss,    je 
nachdem    man    geringere    oder   grössere 
Zuversicht  in  dieses  Eintreffen  setzt.  Man 
Erbl.  1.    In  der  gegebenen  Definition  der  ist  im  allgemeinen  geneigt,  das  Eintreffen 
mathematischen  Wahrscheinliclikeit  ist  das  „Ein-   piv^pc.    Freis-ni^c^eq    für   rlp^tn    wibr^rbpin 
treffen"  in  grösster  Allgemeinheit  zu  verstehen,   y^^^   l^reigmsses    mr   desto    wam^cnem- 
so  dass  ein„Nichteintreffen"  ebenfalls  dar-   ^^^her  ZU  erklaren,  je  mehr  gunstige  Um- 
unter begriffen  ist,  als  das  „Eintreffen"  des  stände    für   dasselbe    uns   bekannt   sind. 
„Nichteintreffens".  Anders  verhält   es   sich  mit   der  mathe- 

matischen Definition  der  Wahrschein- 
lichkeit, diese  darf  nichts  unbestimmtes 
enthalten,  wenn  sie  zur  Grundlage  der 
Rechnung  gemacht  werden  soll.  Es  gilt 
folgende  Definition: 

Unter    mathematischer    Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Eintreffen 
eines   Ereignisses   versteht   man 
das    Verhältnis     der    Anzahl    der 
Erkl.  2.    Soll  also  die  Wahrscheinlichkeit  Fälle,  die  dem  Eintreffen  desEr- 
des  Eintreffens  eines  Ereignisses  bestimmt  wer-    eignissesgünstigsind,  ZU  der  An- 
den, so  muss  man  die  günstigen  sowohl  als  auch  zahl    der    Fälle,     die    überhaupt 
die   möglichen   Fälle    alle    abzählen,    um    die   ^x„.]  ipu   «i  n  H 

Wahrscheinlichkeit  berechnen  zu  können.  Gegen        r?.  !    .  ,.    ^,..  ,.,,.,         ,  .  , 

dieses  Gesetz  wird  häufig  gesündigt  und  dadurch        Hiebei  müssen  die  Möglichkeiten  gleich 
werden  falsche  Schlüsse  herbeigeführt.  vorausgesetzt  werden,    so    dass  nicht  ir- 

gend eine  vor  der  anderen  bevorzugt  ist. 
So  kann  aus  einer  Urne,  die  eine  weisse 
und  zwei  schwarze  Kugeln  enthält,   mit 

Bobek,    Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  1 


2  ÜbeiV'  diß',  mathemati&chß  ;^^':alll'sclleilllichkeit. 

«    * J'  ■     '•'      •■■'/',.' 

c   s  j  ,$i*.    .,  .,  .     ,j?leiche;r  Möglichkeit  irgend  eine  der  drei 

j'-i-i  ,>*  j /';''v'  "::.,  •Engeln  gezogen  werden.     Man  hat  also 

3  Möglichkeiten  für  den  Zug  einer  Kugel 

^  , ,   o     *      j  1  lA  ^  -x-      j      aus  der  Urne.    Will  man  aber  eine  weisse 

Erkl.  3.     Aus  der  gegebenen  Uelinition  der  jr       i     •  u  •  i    ^"     j-  -r.     •      • 

mathematischen  Wahrscheinliclikeit  ersieht  man,  I^^^el  ziehen,  SO  ist  für  dieses  Ereignis 
dass  die  mathematische  Wahrscheinlichkeit  desto  nur  eine  Möglichkeit  vorhanden,  da  die 
grösser  wird,  je  mehr  günstige  Fälle,  bei  glei-  Urne  nur  eine  weisse  Kugel  enthält.  Da- 
cher Anzahl  möglicher  Fälle,  für  das  Eintl^eten  j^^j,  igt  j^^(.h  der  obigen  Definition  die 
des  Ereignisses  vorhanden  sind,  dass  also  diese  ,.  . •     i     ttt  i        i    •    i-  i  i    •.  r-     i 

Definition  dem  gebräuchlichen  Begriff  der  Wahr-  mathematische  Wahrscheinlichkeit  für  das 
scheinlichkeit  aiigepasst  ist.  Ziehen  einer  weissen  Kugel  gleich   3. 

Für  das  Ziehen  einer  schwarzen  Kugel 
aus  derselben  Urne  ergeben  sich  zwei 
Möglichkeiten,  da  eine  der  beiden  schwar- 
zen Kugeln  gezogen  w^erden  kann.  Die 
Wahrscheinlichkeit,  eine  schwarze  Kugel 
zu  ziehen,  ist  daher   3. 

Anmerkung  1.  Xach  der  Definition  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit  wird 
sich  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  ergeben,  für  das  Ziehen  einer  weissen  Kugel  aus  einer 
Urne   ü^,  die  1  weisse  und  2  schwarze  Kugeln  enthält,  als  für  eine  Urne  CTg,  die  2  weisse 

und  4  schwarze  Kugeln  enthält,   denn  dieselbe  ist  für   L\  gleich  3-  und  für  ü^  ergibt  sie 

2  1 

sich   gleich  y  =    3.     Man  kann   sich   diesen   Umstand  folgendermassen   erklären.    In  der 

Urne  ü^  denke  man  sich  die  2  weissen  Kugeln  durch  einen  Faden  verbunden  und  ebenso 
verbinde  die  4  schwarzen  Kugeln  zu  zwei  Paaren.  Dann  hat  man  offenbar  in  ü^  1  Paar 
weisse  und  2  Paare  schwarzer  Kugeln.     Macht  man   nun   aus  der  Urne  einen  Zug,   so  ist 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür  das  weisse  Paar  zu  ziehen  3 .  Da  aber  das  weisse  Paar  dann 
nun  nur  dann  gezogen  wird,  wenn  eine  weisse  Kugel  ergriffen  wird,  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür  bei  einem  Zuge  aus  U^  eine  weisse  Kugel  zu  ergreifen  3.  Denkt  man  sich 
noch,  dass  der  Faden,  mit  dem  die  Kugeln  zusammengebunden  sind,  bei  dem  Ziehen  der 
ergriffenen  Kugel  reisst,  so  ist  klar,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  aus  ü^  eine  weisse  Kugel 
zu  ziehen,  ebenso  gross  ist,  wie  die  eine  weisse  Kugel  aus  U^  zu  ziehen.  (Yergl.  Laplace, 
Theorie  analj^tique  des  probabilites.) 

Anmerkung  2,  Die  soeben  definierte  mathematische  Wahrscheinlichkeit, 
die  wir  in  der  Folge  auch  blos  Wahrscheinlichkeit  nennen  werden,  da  wir  es  in 
diesem  Buche  nur  mit  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit  zu  thun  haben  werden, 
wird  auch  als  direkte,  einfache  Wahrscheinlichkeit  bezeichnet  im  Gegensatze 
zu  entgegengesetzten  und  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeiten.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit nämlich,  welche  sich  für  das  Nichteintreffen  des  Ereignisses  ergibt,  heisst 
entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit. 

Hängt  ein  Ereignis  E  von  dem  Eintreffen  zweier  oder  mehrerer  Ereignisse  ab,  so 
sagt  man,  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des  Ereignisses  E  ist  zusammen- 
gesetzt aus  den  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  der  anderen  Ereignisse  und 
nennt  sie  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit. 

Schliesslich  unterscheidet  man  noch  die  relative  AVahr scheinlichkeit  von  der 
absoluten  Wahrscheinlichkeit.  Wird  nämlich  das  Eintreffen  mehrerer  Ereignisse 
mit  einander  verglichen,  und  fragt  man  nach  der  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein  Er- 
eignis eher  eintritt,  als  irgend  ein  anderes,  so  heisst  diese  AVahrsclieinlichkeit  relative 
Wahrscheinlichkeit  und  im  (regensatze  hiezu  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein 
Ereignis  überhaupt  eintritt,  absolute  Wahrscheinlichkeit. 


über  die  direkte  und  entgegengesetzte  Wahrsclieinlichkeit. 


B.  Über  die  direkte  und  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit. 


Frage  2.  Welches  ist  die  Formel  für 
die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  E, 
das  unter  m  möglichen  Fällen,  g  gün- 
stige Fälle  für  sein  Eintreffen  besitzt? 


Antwort.  Nach  der  Definition  der 
Wahrscheinlichkeit  wird,  wenn  tv  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des 


Ereignisses  E  ist. 

die 

Formel  1:          w 

= 

gelten. 

Frage  3.     Welches   ist    das   Symbol 
der  Gewissheit? 


m 


Antwort.  Die  Gewissheit  des  Ein- 
treffens eines  Ereignisses  ist  der  höchste 
Grad  der  Wahrscheinlichkeit  und  tritt 
offenbar  dann  ein,  wenn  alle  möglichen 
Fälle  auch  günstige  Fälle  sind.  Hieraus 
folgt  aus  der  Formel  1,  nachdem  g  =r  m 
ist,  dass 

iV  =  1 

das  Symbol  der  Gewissheit  sein  muss. 

Umgekehrt  finden  wir,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeit 

tv  =  1 

ist,  so  folgt  nach  Formel  1 

9 


1 


m 


also  ist  g  :=  m,  d.  h.  die  möglichen  Fälle 
sind  auch  alle  günstige  Fälle  für  das 
Eintreffen  des  Ereignisses,  dieses  tritt  also 
orewiss  ein. 


Frage  4-.  Welche  Relation  besteht 
zwischen  der  direkten  und  entgegen- 
gesetzten Wahrscheinlichkeit  eines  Er- 
eignisses?    (Vergl.  Anmerkung  2.) 


Antwort.  Ist  lo  die  direkte  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Ereignisses,  iv'  die 
entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  des- 
selben Ereignisses,  so  ist  die  Relation 
zwischen  beiden  Wahrscheinlichkeiten  die 
durch  die 


Formel  2 


lü  +  tv'  =  1 


ausgedrückte  Relation. 

Beweis:  Es  seien  für  das  Eintreffen 
des  Ereignisses  unter  m  gleich  möglichen 
Fällen  g  günstig,  dann  ist  nach  Formel  1 


über  die  direkte  und  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit. 


die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen 
des  Ereignisses 

m 

Denken  wir  uns  nun  eine  Urne,  in 
der  g  weisse  und  {m — g)  schwarze  Kugeln,, 
also  im  ganzen  m  Kugeln  vorhanden  sind. 
Dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Ziehen  einer  weissen  Kugel  aus  der  Urne 
auch 

m 

denn  unter  den  möglichen  Zügen,  die 
sich  auf  die  m-Kugeln  erstrecken,  sind 
nur  g  dem  Ziehen  einer  weissen  Kugel 
günstig. 

Wir  können  daher  die  Wahrschein- 
lichkeiten für  Eintreffen  und  Nichtein- 
treffen  des  Ereignisses  identificieren  mit 
den  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Ziehen 
einer  weissen  resp.  einer  schwarzen  Kugel 
aus  der  gedachten  Urne. 

Nun  ist,  wenn  eine  Kugel  gezogen  wird, 
dieselbe  entweder  weiss  oder  schwarz. 
Das  Ziehen  einer  schwarzen  Kugel  ist 
also  das  entgegengesetzte  Ereignis  des 
Ziehens  einer  weissen  Kugel.  Da  nun 
in  der  Urne  {m — g)  schwarze  Kugeln 
sind,  so  ist  nach  Formel  1  die  Wahr- 
scheinlichkeit w*  für  das  Ziehen  einer 
schwarzen  Kugel  aus  der  Urne 

m  —  q 
m 

Diese  Wahrscheinlichkeit  w'  ist  aber  die 
entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  zu  iv 
und  es  folgt 

g      ,     m—q 
m     \      m 
ev.  z.  B.  it). 

Note:  Man  ersieht  deutlich  im  Beweise,  wie 
das  Nichteintreifen  eines  Ereignisses  als  das 
Eintreffen  des  Nichteintreffens  aufgefasst  wird. 
(Vergl.  Erkl.  1.) 


Gelöste  Aufgaben  über  die  Wahrscheinlichkeit. 


Gelöste  Aufgaben  über  die  Wahrscheinlichkeit. 

(Vergleiche  Formel  1.) 


Aufgabe  1.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit aus  einem  Spiele  von  32  Karten  eine 
€oeur  zu  ziehen? 

Erkl.  3.  Ein  Spiel  von  32  Karten  enthält 
4  „Farben"  und  zwar:  Coeur,  Pique,  Treffe, 
Carreau,  von  jeder  Farbe  sind  8  Karten  vor- 
handen und  zwar:  Ass,  König,  Dame,  Bube, 
Zehn,  Neun,  Acht  und  Sieben.  Die  ersten  4 
heissen  Figuren. 


Auflösung.  Da  man  irgend  eine  der 
32  Karten  ziehen  kann,  so  ist  die  Anzahl 
aller  möglichen  Fälle  32.  Für  das  Ziehen 
einer  Coeur  sind  aber  nur  8  Fälle  günstig, 
da  nur  8  Coeur  im  Spiele  vorhanden  sind, 
daher  ist  die  Wahrscheinlichkeit 


32 


nach  Formel  1. 


Aufgabe  2.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit aus  einem  Spiele  von  32  Karten  eine 
Dame  zu  ziehen? 


Auflösung.  Da  man  irgend  eine  der 
32  Karten  ziehen  kann,  so  ist  die  Anzahl 
aller  möglichen  Fälle  32.  Die ^  Anzahl 
günstiger  Fälle  ist  4,  da  im  Spfele  nur 
4  Damen  existieren.  Nach  Formel  1  ist  also 
die  Wahrscheinlichkeit 


32" 


Aufgabe  3.    Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit mit  einem  Würfel  die  „5"  zu  werfen  ? 


Erkl.  4.  Unter  einem  Würfel  wollen  wir 
stets  einen  solchen  Würfel  verstehen,  dessen 
Seitenflächen  mit  den  sechs  Ziffern  1 ,  2 ,  3 ,  4, 
5,  6  bezeichnet  sind.  Derselbe  wird  ferner  aus 
einem  vollständig  homogenen  Material  bestehend 
angesehen,  so  dass  sein  Schwerpunkt  (siehe 
Klimperts  Lehrb.  der  Physik)  zugleich  der 
Mittelpunkt  des  vollständigen  regulären  Körpers 
ist  (siehe  Kleyers  Lehrb.  der  Körperberech- 
nungen). Denn  würde  der  Schwerpunkt  einer 
Seitenfläche  näher  als  allen  anderen  liegen,  so 
würde  ein  Grund  vorhanden  sein,  dass  der 
Würfel  auf  diese  Seitenfläche  fällt,  also  wäre 
das  Fallen  auf  die  sechs  Seitenflächen  nicht 
gleich  möglich;  währenddem  wir  voraussetzen 
müssen,  dass  alle  möglichen  Fälle  gleich 
möglich  sind. 


Auflösung.  Da  der  Würfel  sechs  Seiten- 
flächen hat  und  jede  derselben  bei  einem 
Wurf  oben  aufliegen  kann,  so  sind  6  Fälle 
möglich.  Günstig  ist  nur  der  einzige  Fall, 
in  welchem  die  mit  5  bezeichnete  Seitenfläche 
oben  aufliegt.  Nach  Formel  1  ist  also  die 
verlangte  Wahrscheinlichkeit 

1 

IV    =     -TT. 


Aufgabe  4.   Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit mit  2  Würfeln  „3"  und  „5"  zu  werfen? 


Auflösung.     Bezeichnen    wir   die   beiden 
Würfel  mit  A  und  B,    so   können   offenbar 


Gelöste  Aufgaben  über  die  Wahrscheinlichkeit. 


folgende  Möglichkeiten  eintreten.   Es  wird  ge- 
worfen 

mit  A  die  Ziffer:  1 

„    B  eine  der  Ziffern:  1,  2,  S,  4,  5,  6 

„    A  die  Ziffer:  2 

„    B  eine  der  Ziffern:  1,  2,  3,  4,  5,  6 

,,    A  die  Ziffer:  3 

„    B  eine  der  Ziffern:  1,  2,  3,  4,  5,  6 

,,    A  die  Ziffer:  4 

.,    B  eine  der  Ziffern:  1,  2,  3,  4,  5,  6 

„    A  die  Ziffer:  5 

„    B  eine  der  Ziffern:  1,  2,  3,  4,  5,  6    - 

„    A  die  Ziffer:  6 

„    B  eine  der  Ziffern:  1,  2,  3,  4,  5,  6. 
Das  sind  also  36  Fälle. 

Günstig  sind  nur  die  beiden  Fälle,  dass  A 
die  Ziffer  3  und  B  die  Ziffer  5,  oder  dass  A 
die  Ziffer  5  und  B  die  Ziffer  3  zeigt.  Also 
ist  nach  Formel  1  die  Wahrscheinlichkeit 

_    2    __     1 

^^'  "  "36"  ~"    18  • 


Aufgabe  5.    Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit -mit  zwei  Würfeln  einen  Pasch   zu       Anflösnng.     Die  Anzahl  möglicher  Fälle 
werfen?  wird,  wie  in  Aufgabe  4,  wieder  36  sein.    Die 

T^  1  1    -      TT  X      T.     1           .  1 .             ■,  Anzahl  günstiger  Fälle  ist  aber  6,   denn  ein 

Erkl.  o.     Unter   Pasch    versteht    man    den  p^^i,   .°-..  _.,^                 -,      xYi^rM  A  und   7? 

Wurf,  bei  welchem  beide  Würfel  gleiche  Ziffern  ^^^^^  ^''^^  ^^/'   ^^"f   T     i   T    o    ^n   o 

2eigeQ,                                          ^  gleichzeitig  zeigen  entweder:  1  oder  2,  oder  3, 

oder  4,  oder  5,  oder  6. 

Nach  Formel  1  wird  also  die  Wahrschein- 
lichkeit 

6  1 

^  =  W  ==   6  • 


Aufgabe  6.    Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit mit  zwei  Würfeln  die  Summe  7   zu       Auflösung.     Die  Anzahl  möglicher  Fälle 
werfen?  ist,  wie  in  Aufgabe  4,  wieder  36.    Damit  die 

Summe  der   beiden  Ziffern,   welche   man  mit 
den  zwei  Würfein  wirft,  7  ist,  kann  der  Würfel 

A  zeigen         1,  2,  3,  4,  5,  6 
B  muss  dann  6,  5,  4,  3,  2,  1 

zeigen,  denn  es  ist 

7  =  1  +  6  =  2  +  5  =  3+4  =  4+3  =  5+2  =  64-1. 
Die   Anzahl  günstiger  Fälle  ist  mithin  6 
und   die   Wahrscheinlichkeit   nach    Formel  1 
also : 

_  J    _  J_ 
36  6  * 

Anmerkung  3,    Ist  die  Summe,  die  geworfen  werden  soll,  gerade,  etwa  4,  so  muss 
der  Wurf  2,2  einfach  gezählt  werden. 


Gelüste  Aufgaben  über  die  Wahrscheinlichkeit.  7 

Aufgabe  7.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit,  dass  ein  bestimmtes  Terno  in  einer 

Lotterieziehung  erscheint?  Auflösung.     Die  Anzahl  möglicher   Fälle 

ist  gleich   der  Anzahl  Tarnen,   die  man  aus 

Erkl.  6.    Die  Ziehung  in  einer  Lotterie  ge-   den  90  Nummern  bilden  kann.     Denn  irgend 
schiebt  in  der  Weise,  dass  Zettel,  welche  die  eine  von  diesen  muss  die  gegebene  sein.   Diese 
Xummern  von  1  bis  90  tragen,  in  Kapseln  von  Anzahl  ist  aber 
genau  gleicher  Grösse  und  Farbe  gegeben  wer- 
den.  Diese  90  Kapseln  werden  in  eine  Trommel  90 .  89  .  88  __  ^^yg^Q^ 
geworfen,  die  öfters  um  eine  Axe  gedreht  wird,  1.2.3 

wodurch  die  Kapseln  unter  einander  gemischt        r\-      *       1 1      ••   .,4.'   ^     -p-h«       •  ;i    ^-      a 
werden.    In  demSlantel  der  Trommel  ist  eine       ,^^^,  ^^\f  ^^^   gunstiger  Falle   wird   die  An- 
verschliessbare    Klappe    angebracht,    die    zum  zahl  der  Lernen  sein,  die  man  aus  den  fünf 
Zwecke  des  Ziehens  geöffnet  wird.   Die  Ziehung   gezogenen  Nummern  bilden  kann,  also: 
geschieht   in    Österreich   (wo    das   Lotto    noch  5.4.3 

allein  besteht)  durch  einen  Waisenknaben,  der  i~~ö~~c>  =  ^^' 

einen    Anzug    ohne    Taschen    und   Ärmel    hat.  1  .  -. .  o 

Derselbe  zieht  nacheinander  5  Kapseln,  die  den       Daher  ist  die   gesuchte  Wahrscheinlichkeit 
beiwohnenden  Kommissären  übergeben  werden,   j^g^^j^  Formel  1: 
w^elche  die  Nummer  ausrufen  und  notieren.   Die 

zuerst  gezogene  Nummer  heisst  „im  ersten  Euf"  ^^,  _ .  ^_.„  :^ ^ ^ 

gezogen,  die  dann  gezogene  „im  zweiten  Kuf"  117840         11784' 

u.  s.  w.  Eine  aus  den  gezogeneu  Nummern 
heisst  Solo,  irgend  zwei  derselben  zusammen- 
genommen heissen  einAmbo,  drei  ein  Terno, 
vier  ein  Qua  terno,  alle  fünf  nennt  man 
Quinterno. 

ErkL  7.  In  der  Kombinationslehre  (siehe 
das  Lehrbuch  der  Kleyerschen  Encyklopädie 
über  die  Kombinationslehre)  wird  gezeigt,  dass  die 
Anzahl  Kombinationen  ohne  Wiederholung  von 
?2-Elementen  zur  Ä  ten  Klasse  durch  die  Formel  a : 

Formel  a:       „C,  =:   (^)  =.  ^TkrTTT-TT:! 

gegeben  ist. 

Unter  Kombination  ohne  Wiederholung  der 
72-Elemente  zu  k  versteht  man  die  Anordnung 
derselben  in  Gruppen  von  ^-Elementen,  so  dass 
in  jeder  Gruppe  nur  verschiedene  Elemente  vor- 
kommen, und  dabei  es  gleichgültig  ist,  in  wel- 
cher Ileihenfolge  diese  Elemente  stehen» 
Hei  spiel: 

Die  Kombinationen  zu  zweien  der  4  Elemente 
a,  b,  c,  d  sind:  ab,  ac,  ad,  b  c,  bd,  also  6  an 
Zahl,  was  auch  aus  Formel  a  für  n  =  4  und 
k  =  2  folgt: 


^0^-  =  (S) 


^.3    ^  g_ 


Die  Kombinationen  der  dritten  Klasse  sind: 
abc,  ab  d,  acd,  b  c d,  also  4,  wie  es  auch  die 
Formel  a  liefert 

Die  Kombinationen  der  2ten^  sten^  4ten^  5ten 
Klasse  nennt  man  auch  Amben,  Temen, 
Quaternen,  Quinternen. 

Man  bezeichnet  gewöhnlich  das  Produkt  der 
aufeinander  folgenden  Zahlen  von  1  bis  k  mit 
k\  und  liesst  A:-Faktorielle,  so  dass  also 

Formel  b:         ä-!  =  1 .2.3 k 
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ist.    Multipliziert  man  Zähler  und  Nenner  der 
Formel  2  mit 

{n  —  k)(7i  —  k—l)....d,2.1  =  {n  —  fe)!, 
so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt  an 

Formel  a':        .C,  =  («)  =  j^^^^, 
und  da 


C        —(    ^    \—  ^' 


k\ 


nach  derselben  Formel  a'  wird,  wenn  darin 
statt  k  gesetzt  wird  n  —  ä-,  so  folgt 

d,  h.  die  Anzahl  Kombinationen  ohne  Wieder- 
holung von  «-Elementen  zur  Klasse  k  ist  die- 
selbe, wie  die  zur  Klasse  n — k. 

Da  offenbar  die  ?2-Elemente  nur  eine  Gruppe 
zu  n  geben,  so  ist  ^fi^  =  \Z\  =  1,    daher   ist 

auch  „C„  =  (;')  =  1. 


Aufgabe  8.  Auf  einer  Bank  sind  4  Sitze 
mit  Nummern  versehen.  Es  setzen  sich  vier 
Personen  Ä,  B,  C,  D  auf  dieselbe,  welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  A  auf 
den  Sitz  Nr.  1  kommt? 


Erkl.  8.  Die  verschiedenen  Anordnungen 
von  beliebigen  Elementen  nennt  man  Permu- 
tationen. Die  Anzahl  Permutationen  von 
w-Elementen  ist 


Formel  c: 


P.  =  1.2.3....n  =  n! 


wie  in  der  Kombinationslehre  gezeigt  wird. 
(Siehe  das  Lehrbuch  der  Kombinationslehre  in 
der  Kleyerschen  Encyklopädie.) 

Mit  Hilfe  der  Formel  c  löst  sich  die  Auf- 
gabe 8  folgendermassen :  Die  Anzahl  möglicher 
Fälle  ist  offenbar  4!  =  1.2.3.4  =  24.  Die 
günstigen  Fälle  sind  die,  in  welchen  A  den 
Platz  Nr.  1  einnimmt  und  die  3  übrigen  Per- 
sonen in  irgend  welcher  Weise  die  3  Plätze 
2,  3,  4  besetzen,  was  auf  3 !  =1.2.3  =  6  Arten 
geschehen  kann.    Also  ist  nach  Formel  1: 


""  =    24  = 


Auflösang.  Die  Anordnungen,  in  welchen 
die  Personen  die  Plätze  einnehmen  können, 
sind  offenbar  folgende: 


Platz  Nr.    1 

2     3     4 

wird  eingenommen  von  A 

B   C   V 

oder  A 

B   D    C 

A 

C  B   D 

A 

C   D   B 

A 

DGB 

A 

DBG 

B 

G  A  D 

B 

G  D   A 

B 

A   G  D 

B 

A   D   G 

B 

DAG 

B 

D    G   A 

C 

A   B   D 

c 

A    D   B 

c 

BAD 

c 

B   D   A 

c 

D   A   B 

c 

DBA 

D 

A  B    G 

D 

AGB 

D 

B   A    G 

D 

BGA 

D 

GAB 

D 

G   B  A 

Also  ist  24  die  Anzahl  Möglichkeiten,  in 
denen  die  4  Personen  die  4  Plätze  besetzen 
können.  Von  diesen  sind  nur  die  6  ersten 
günstig,   in   denen  A  den  Platz   Nr.  1   ein- 


Gelöste  Aufgaben  über  die  Wahrscheinlichkeit. 
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Anfgabe  9.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit mit  zwei  Würfeln  eine  Summe  über  4 
zu  werfen? 


nimmt.   Nach  Formel  1  ist  also  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit 

6  1 


Auflösung.  Da  die  Summe,  welche  mit 
zwei  Würfeln  geworfen  werden  kann,  höchstens 
12  ist,  so  hätte  man  nach  Aufgabe  6  die 
Fälle  abzuzählen,  in  denen  man  eine  Summe  5, 
6,  7,  8,  9,  10,  11,  12  wirft,  die  alle  günstige 
Fälle  wären.  Die  Anzahl  möglicher  Fälle  ist 
nach  Aufgabe  4  dann  gleich  36.  Kürzer  ver- 
fährt man,  wenn  man  die  entgegengesetzte 
Wahrscheinlichkeit  w*  berechnet,  d.  h.  die 
Wahrscheinlichkeit  eine  Summe  zu  werfen, 
die  nicht  über  4  geht,  also  kleiner  als  5  ist. 
Man  hat  hiezu'die  Fälle  abzuzählen,  in  denen 
die  Summe  2,  3,  4  ist,  da  die  Summe  1  nicht 
auftreten  kann.  Es  ergeben  sich  nun  für  das 
Werfen 

der  Summe  2  =  1  +  1    1  Fall 

„      3  =  1  +  2  =  2  +  1    2  Fälle 

„       4  =  1  +  3  =  3  +  1  =  2  +  2    .  3      „ 

im  Ganzen  also  6  Fälle,  in  denen  die  Summe 
der  geworfenen  Ziffern  unter  5  ist.  Da  die 
Anzahl  möglicher  Fälle  36  ist,  so  ist  nach 
Formel  1: 

6  1 

''   =  W  ==  ¥ 

und  daher  nach  Formel  2  die  gesuchte  Wahr- 
scheinlichkeit: 

5 
w  =  -. 


Aufgabe  10.  Wie  gross  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit mit  drei  Würfeln  eine  Summe  über  11 
zii  werfen? 


Auflösung.  Auch  hier  müsste  man  eigent- 
lich die  Anzahl  günstiger  Fälle  und  die  An- 
zahl aller  möglichen  Fälle,  deren  6  .  6  .  6  =  216 
sind,  abzählen,  um  nach  Formel  1  die  Wahr- 
scheinlichkeit w  zu  finden.  Zur  Übung  sei 
dieses  Verfahren  angeraten.  Wir  wollen  anders 
verfahren.  Die  drei  Würfel  denken  wir  uns 
mit  den  Ziffern  so  beschrieben,  dass  einander 
gegenüberliegende  Seitenflächen  die  Summe  7 
ergeben;  dass  also  1  und  6,  2  und  5,  3  und  4 
einander  gegenüberliegen.  Diese  Voraussetzung 
ist  zulässig,  da  sie  an  der  Wahrscheinlich- 
keit w  nichts  ändern  kann.  Denken  wir  uns 
nun  einen  Wurf  vollführt  und  dieser  lieferte 
eine  Summe  über  11,  dann  ist  die  Summe 
der  Ziffern  der  unten  liegenden  Seitenflächen 
unter  11.  Denn  die  3  Paar  Seitenflächen  der 
drei  Würfel,  die  oben  und  unten  liegen,  liefern 


10 
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immer  die  Summe  3 .  7  =  21.  Ist  also  die 
Summe  auf  den  oberen  über  11,  so  ist  die 
Summe  auf  den  unteren  unter  11.  umgekehrt, 
ist  die  Summe  auf  der  oberen  Seitenfläche 
unter  11,  so  ist  die  Summe  auf  den  unteren 
über  11.  Es  sind  also  genau  so  viel  Fälle 
günstig  für  das  Werfen  einer  Summe  über  11 
als  für  das  Werfen  einer  Summe  unter  11. 
Ist  also  w*  die  Wahrscheinkeit  für  das  Werfen 
einer  Summe  unter  11,  d.  h.  die  der  gesuchten 
Wahrscheinlichkeit  w  entgegengesetzte  Walir- 
scheinlichheit ,  so  ist  w  =  w'  und  da  nach 
Formel  2 

10  +  w'  =  1 
ist,  so  folgt 

1 


Aufgabe  11.  Eine  Lotterie  enthält  1000  Lose, 
von  denen  10  gezogen  werden.  Man  besitzt  50 
der  Lose,  welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  eines  der  50  Lose  gezogen  wird? 


Auflösung.  Ist  w  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  eines  der  50  Lose  gezogen  wird,  so  be- 
zeichnen wir  mit  w^  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  keines  der  50  Lose  gezogen  wird.  Es 
ist  dann  nach  Formel  2: 

lU  +  iv'  =  1 

und  es  lässt  sich  w'  einfach  berechnen. 

Die  Anzahl  möglicher  Fälle  m  ist  gleich  der 
Zahl,  welche  anzeigt,  wie  oft  die  1000  Lose 
in  Gruppen  zu  10  angeordnet  werden,  d.  h. 
es  ist  m  nach  der  Formel  a: 

/1000\         1000  .  999  ...  991 
"  =  l  10  j  ==  ^1     .    2....  10 

Die  Anzahl  günstiger  Fälle  g'  für  das  Nicht- 
ziehen  eines  der  50  Lose  ist  dann  die  Anzahl- 
Kombination  zu  10  der  950  übrigen  Lose,  also 

/  _  /  950\  _   950  .  949  . . .  941 
ö'    —  V  10  /  ~     1    .   2 ....  10 

also  ist 

950  .  949  .  948  .  947  .  946  .  945  .  944  .  943  .  942  .  941 
1000  .  999  .  998  .  997  .  996  .  995  .  994  .  993  .  992  ,  991 

Wir  berechnen  w'  mittels  Logaritmen  und 
erhalten 

den  Logaritmus  des  Zählers  =  29,7565952 
„  „  „    Nenners  =  29,9803946_^ 

daher  log  iv'  =  ~Ö,776~2Ö06^  1 
also  lu'  =z    0,5973 

woraus    die    gesuchte   Wahrscheinlichkeit   w 
ergibt 

10=  l  —  iü'  =  0,4027. 


Gelöste  Aufgaben  über  die  Wahrscheinlichkeit. 
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Aufgabe  12.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit für  den  Aufnehmer  im  Tarokspiel 
einen  König  zu  kaufen,  wenn  er  noch  keinen 
besitzt  ? 


Erkl.  9.  Das  Tarokspiel  zählt  54  Karten 
und  zwar  22  Taroks,  Karten,  die  mit  Nummern 
von  1  bis  22  bezeichnet  sind,  von  denen  die  1 
„Pagat",  die  21  „Mond"  und  die  22  „Skis" 
heisst.  Ferner  sind  vier  Farben:  Coeur,  Ga- 
re au,  Treffe  und  Pique,  von  denen  jede 
4  Figuren  und  4  Scartins  enthält.  Die  Figuren 
sind:  König,  Dame,  Caval,  Bube.  Pagat, 
Mond  und  Skis  heissen  Troulle  (tous  le  trois}, 
zwei  derselben  werden  als  Köpfe  bezeichnet. 
Die  Könige  sowie  Pagat,  Mond,  Skis  heissen 
Honeurs.  Nachdem  2mal  3  Karten  als  „Talon" 
auf  den  Tisch  gelegt  wurden,  werden  die  übri- 
gen 48  Karten  unter  die  drei  Spieler  verteilt, 
deren  also  jeder  16  bekommt.  Ist  dies  ge- 
schehen, so  wird  der  Talon  gekauft:  indem 
einer  der  Spieler  das  Spiel  aufnimmt  und  gegen 
die  beiden  andern  spielt,  wobei  er  das  Kecht 
hat,  eine  der  2  Gruppen  von  drei  Karten  des 
Talons  zu  seinen  Karten  hinzuzunehmen  und 
3  andere  dafür  herauszulegen. 


Auflösung.  Wir  bezeichnen  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit  mit  w,  die  entgegengesetzte 
mit  w\  und  suchen  w'  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  im  Talon  kein  König  ist.  Da  der 
Aufnehmer  16  Karten  hat,  in  denen  kein  König 
ist,  so  müssen  die  4  Könige  in  den  38  übrigen 
Karten  sein  und  von  diesen  sind  also  34  keine 
Könige.  Nun  besteht  der  Talon  aus  6  Karten 
also  ist  die  Anzahl  m  möglicher  Fälle  für  die 
Anordnung  der  übrigen  38  Karten  in  Talons 
gleich  der  Anzahl  Kombinationen  der  38  Karten 
zur  sechsten  Klasse  also 

38  .  37  .  36  .  35  .  34  .  33 


1.2.3.4 


5  .  6 

Die  Anzahl  g*  der  günstigen  Fälle  ist  offen- 
bar die  Anzahl  Talons,  die  keinen  König  ent- 
halten, und  die  sich  als  die  Anzahl  Kom- 
binationen zur  sechsten  Klasse  der  34  Karten 
ergeben,  die  keine  Könige  sind.     Es  ist  also 

'  —    34  ■  33  .  32  .  31 .  30  .  29 

9  1  O         Q 


Daher  ist 


2.3.4.5.6 

34  .  33  .  32  .  31 .  30  .  29 


38  .  37  .  36  .  35  .  34  .  33 

—    1^_^^_ 
~    14763 

=  0,48716 
und  mithin  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 
_    7571 
'^^  ~    14763 
=  0,51284 

Wollte  man  w  direkt  berechnen,  so  wäre 
die  Arbeit  eine  viel  grössere,  denn  man  müsste 
die  Fälle  betrachten,  in  denen  im  Talon  1,  2,  3 
oder  4  Könige  liegen,  die  alle  günstige  Fälle 
geben. 


Aufgabe  13.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit mit  einem  Würfel  eine  gerade  Zahl 
zu  werfen? 


Auflösung.  Da  der  Würfel  nur  3  gerade 
Zahlen  besitzt:  die  „2",  „4"  und  „6'S  so  ist, 
da  6  Fälle  möglich  sind,  in  dem  Aufwerfen 
der  6  Seiten 

2 


3 

IC    =    -zc 


Aufgabe  14.  Von  90  Nummern  einer  Lotterie 

werden  3  gezogen,  welches  ist  die  Wahrschein-  Auflösung.     Die  Anzahl   möglicher  Fälle 

lichkeit,    dass    die    Summe    derselben    unter  ist   offenbar   die   Anzahl  Kombinationen    der 

101  ist?  90  Ziffern  zur  dritten  Klasse,  also  ist: 


/90\_90.89^88_ 

Uj-  1  .  2".T-^ 


17480 


(1) 


12  Gelöste  Aufgaben  über  die  Wahrscbeinlicbkeit. 


Es  seien  nun  «,  b,  c  irgend  drei  der  Zahlen, 
welche  der  Bedingung 

a  +  ^  +  c  <:  100 (2) 

genügen,  und  wir  setzen 

voraus.     Dann   sind  alle   Kombinationen  der 
dritten  Klasse,   deren   Zahlen   solche  a,  h,  c 
sirfd,  günstige  Fälle,  deren  Zahl  abzuzählen  ist. 
Wir  setzen 

c:=z  mit  der  Bedingung  0  >  ö 

b  =  y  +  z  „      „  „  y>o  ....(3) 

a=x+y+z „      „  „  x>o 

Dann  muss 

£  <  32 (4) 

sein.     Denn  wäre 

r  =  c  >  33 
so  würde  y  +  z^b'^34: 
und  X  +  y  +  z  =  a'^35 

sein  müssen,  also  wäre 

a  +  6  +  c  >  102 

Aus  der  Bedingung  (2)  und  den  Gleich- 
ungen (3)  folgt  nun,  dass 

.27  +  2  ?/  +  3  £  >  100 (5) 

sein  muss,  wobei 

0  <  £  <  32 

o<y<QO  —  z  . (6) 

o<^j;<^dO  —  z  —  y 

sein  muss,  sobald  2  einmal  gewählt  ist,  da 
weder  a  noch  b  über  90  sein  können.  Wir 
geben  nun  dem  z  einen  bestimmten  Wert  und 
suchen  die  Anzahl  Kombinationen  von  x  und  t/, 
welche  den  Bedingungen 

a?  +  2?/<100  —  32r 

x  +  y     <    90  -  £     (7) 

y>o 

gleichzeitig  genügen.  Jedes  Paar  x,  y,  welches 
den  Bedingungen  (7)  genügt,  gibt  dann  mit  2 
zusammen  ein  System  o,  b,  c,  welches  der 
Bedingung  (2)  genügt. 

Wir  betrachten  x  und  y  als  Cartesische 
Koordinaten  in  der  Ebene,  dann  stellen  die 
Gleichung 

x-\-2y  =  lQ0  —  ^z  ,g. 

a;  +  ?/=90  —  2     ^  ^ 

zwei  Gerade  G^  und  G^  dar,  welche  sich  in 
dem  Punkte  g,  dessen  Koordinaten  i  und  i\ 
sind,  scheiden  (vgl.  das  Lehrbuch  über  analy- 


Gelöste  Aufgaben  über  die  "VYahrscheinlicbkeit. 
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tische    Geometrie   der   Kleyerschen  Encyklo- 
pädie).     Es  ergibt  sich 


80  +  2 
10  —  2 


(9) 


Die  Bedingungen  (7)  stellen  nun  alle  Punkte 
dar,  welche  in  dem  ersten  Quadranten  des 
Koordinatensystems  (in  welchem  x  und  ^  positiv 
sind)  innerhalb  der  Figur  liegen,  die  von  den 
Geraden  6?^  und  G^  und  den  Koordinatenaxen 
begrenzt  werden.  Die  Punkte,  deren  Abscissen 


Figur  1. 


und  Ordinaten  ganze  Zahlen  sind,  stellen  dann 
immer  Kombinationen  von  x  und  y  dar,  die 
unserem  Problem  günstig  sind,  resp.  zu 
Werten  a,  b,  c  führen,  welche  der  Bedingung  (2) 
entsprechen.  Die  Anzahl  dieser  Punkte  haben 
wir  also  zu  suchen. 

Wir  unterscheiden  nun  die  beiden  Fälle 
2  >  5  und  2  <  5. 

a)  2>5.  Dann  liegt  der  Schnittpunkt  g 
der  Geraden  G^  und  G^,  Figur  1,  entweder 
unter  der  oj-Achse  oder  auf  ihr  aber  nicht 
über  derselben,  da  nach  Gleichung  (9)  sich  -q 
negativ  oder  gleich  Null  ergibt. 

In  diesem  Falle  ist  für  alle  Punkte,  für 
welche 

.r  +  2  y  <  100  —  3  2 


(10 


]^4  Gelöste  Aufgaben  über  die  AYalirsclieinliclikeit. 

ist,  auch  stets 

^  +  ?/  <  90  -  £ 

wie  aus  der  Figur  1  ersichtlicli ,  indem  alle 
Punkte,  welche  den  Bedingungen  (10)  ge- 
nügen innerhalb  des  Dreieckes  o AB  liegen. 
Es  kommt  darauf  an,  die  Punkte  abzuzählen, 
deren  x  und  y  ganze  Zahlen  sind. 

Um  übersichtlich  zu  verfahren,  setzen  wir 
vorerst  2  gerade  voraus,  also 

o)  z=-2  C.  Dann  scheidet  G^  die  Koordi- 
natenaxen  in  den  Punkten  A  und  B,  so  dass 
nach  Gleichung  (8) 

x  =  o  A=z  100  —  6  I,    da  ^  =  0  ist,  und 
2/  =  0  JB  =   50  —  3  a,      „    c^  =  0  ist. 

Wir  markieren  nun  auf  oB  die  Punkte  in 
den  Abständen  von  o: 

?/  =  1,  2,  3 49  —  3  C 

und  auf  oA  von  o  aus  die  Punkte  mit  den 
Abständen 

.'S  =  1,  2,  3 99  —  6  e 

Durch  die  Punkte  auf  oi?  ziehen  wir  parallele 
Gerade  zu  oA  und  durch  die  auf  oA  parallele 
Gerade  zu  oB.  Wir  erhalten  durch  die 
Schnittpunkte  dieser  Geraden  die  Punkte, 
deren  Koordinaten  x  und  y  ganze  Zahlen  sind. 
Wir  bezeichnen  mit  S2  ^  die  Anzahl  dieser 
Punkte ,  die  innerhalb  des  Dreieckes  0  AB 
liegen  mit  Ausschluss  der  Seiten  0  A  und  0  B. 

Nun  liegen  auf  den  Geraden,  die  parallel 
zu  oA  gehen  im  Abstände: 

1,  2,  3 49  —  3  a 

98  —  6  C     96  —  G  C    94  —  6  C 2 

der  eben  erwähnten  Punkte,  wie  aus  der 
Gleichung  (8)  der  Geraden  Gr^  für  x  folgt, 
wenn  man  y  der  Reihe  nach  1,  2,  3  .  .  .  setzt. 

Es  ist  mithin 

^,,,n      TT     •.                                                   Ä.^  =  2-f4  +  6-|-..+96-6C  +  98-6C 
Erkl.lO.     Es  ist                                                      ''_2[l  +  2  +  3  +  ..  +  48-3C  +  49-3C] 
l  +  2  +  3  +  ..  +  7Z  =  |7z(^z  +  l)  =(49-3C)  (50-3C) (llj 

Setzen  wir  nun 
(vergl  Kleyers  Lehrb.  der  arithmetischen  und       o)  s  =  2C  +  1,  so  folgt  aus  Gleichung  (8), 


geometrischen  Progressionen) 


dass 

.r  =  0  A  =  97  —  6  C,  da  2/  =  0  ist,  und 

?/  =  oi?  =  49  — 3C— 2,    «    Ä  =  oist. 

Zieht  man  wieder  durch  die  Punkte  in  den 
Abständen  1,  2,  3  ...  auf  der  Abscissen- 
und  Ordinatenaxe  Parallele  zu  den  Axen,  so 
hat  man  nur  die  Anzahl  Schnittpunkte  dieser 
Linien,  die  innerhalb  des  Dreieckes  oAB, 
Figur  1,  liegen,  abzuzählen.    Es  liegen  auf 
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den  Geraden,  die  parallel  zur  Axe  oA  gehen 
im  Abstände 

1,  2,  3  .  .  48  —  3  C 

95  —  6  C    93  —  6    91  —  6  C  ....  1  Punkte, 

Erkl.  11.    Es  ist  ^^^  ^^^^^  vvieder  aus  Gleichung  (8)  ergibt. 

Bezeichnet    also     S2;^+i    die    Anzahl    der 
1  +  3  +  5  +  . . .  +  2  71  -  1  =:  ^2  Schnittpunkte,  so  ist 

(vergl.  Kleyers  Lehrb.   der  arithmetischen  und  ^        iioiri  iqk      ce 

geometrischen  Progressionen).  *^2^+i  —1  +  0  +  0  + -t-yö  —  bi; 

=  (48  -  3  D" (12) 

als  Summe  der  ungeraden  Zahlen  von  1  bis 
95  — 6C. 

Es  ist  mithin 

^S.  C  +  *SoJ+  1  =  (49  —  3  C)  (50  -  3  C)  +  (48  —  3  C)' 

=  (49  —  3  C)  (50  —  3  C)  +  (49  -  3  0  (47  —  3  0  +  1   .  •  (13 
=  (49-3C)(97-6C)  +  1 

Bezeichnet  nun  A^   die   Anzahl  der  Fälle, 
welche  sich  für  s>5  ergeben,  so  ist 

A^  =  S^+  S^  +  S,  +  Ss  +  S^  +  ..  +  53,  +  53, 

nachdem  z  <  32  sein  muss.    Schreibt  man  A^ 
in  der  Form" 

A,  =  S,+  530  4-  {S,  +  S,)  +  {S,  +  S,)  +  ..  +  (530  +  «^31) 

C-15 
=  ^ö  +  ^32  +  S  (5.,^  +   S.2^_^i) 

so  wird  zufolge  (11),  (12)  und  (13) 

C-15 

^,  =  (42)'^  +  2  +  S  [1  +  (49  -  3  C)  (97  -6  0] 
C-3 

Erkl.  12.    Die  In  der  Summe  rechts  führen  wir  statt  des 

,^  Summationsindex  C  einen  anderen  X  ein,   in- 

^V=  ^  n  {n  +  1)  (2  n  +  1)  dem  wir 

16  '  -  X  =r  C  —  2 

(Vergl.  Kleyers  Lehrb.  der  arithmetischen  und   setzen,   wodurch  die  Summe  über  die  Zahlen 
geometrischen  Progressionen).  >^  =  1,  2  ...  bis  18  zu  erstrecken  ist,  indem 

dann  C  die  Werte  3,  4  ...  15  durchläuft. 
Es  wird  also 

A^  =  (42)"-  +  2  +  S  [1  +  (43  -  3  X)  (85  —  6  X)] 
1 

=  (42)2  4-  2  +  S  [1  +  43  .  85  -  (3  .  85  +  6  .  43)  X  +  18  X-] 

1 

=  (42)*^  +  2  +  S  [3656  —  513  X  +  18  X-] 
1 

13  13 

=  (42)"-  +  2  +  13  .  3656  —  513  S  X  +  18  S  X"^ 

1  1 

=  (42)-  +  2  +  13  .  3656  —  513  .  13  .  7  +  3  .  13  .  14  .  27 

=  17353 (14) 
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Gelöste  Aufgaben  über  die  Wahrscheinlichkeit. 


Wir  setzen  nun 

b)  z<C5  voraus,  dann  liegt  der  Schnitt- 
punkt P  der  Geraden  6?^  und  G^  zufolge  der 
Gleichungen  (9)  über  der  a;- Achse,  wie  in 
Figur  2,  und  die  Gleichungen  (8)  sagen  aus, 
dass  man  die  Punkte  zu  betrachten  hat,  die 
innerhalb  des  Viereckes  J5PC0  liegen,  wenn 
G^  die  o^-Achse  in  0  schneidet. 


Figur  2. 


\J 


B 

^"\\. 

N 

1 

!^\^ 

\. 

0 

M 

% 

A^^v..^^^ 

Wir  bezeichnen  nun  die  Anzahl  der  Punkte, 
welche  ganzzahlige  Ordinaten  enthalten  und 
im  Dreiecke  NBP  liegen,  mit  Ausschluss 
der  Seiten  NB  und  NP  mit  S^.  Die  An- 
zahl solcher  Punkte,  die  innerhalb  des  Drei- 
eckes ilf  PO  liegen,  mit  Ausschluss  der  Seiten 
MP  und  MG  mit  S/  und  die  Anzahl  der 
Punkte  die  im  Rechteci  NPMO  liegen,  mit 
Ausschluss  der  Seiten  OM  und  ON  mit  SJ\ 

S^  berechnet  sich  wie  sub  a),  indem  wir 
die  Fälle  2  =  2Cund2  =  2C+l  unterscheiden. 

a.)z  =  2C  dann. ist  nach  den  Gleichungen  (9): 

NP=  80  +  2C 
OA^=10-4C 

und  nach  der  ersten  Gleichung  (8)  für  x  =  o 


y 


Oi?  =  50-3C 


Man  hat  also  zwischen  iV"  und  B,  sowie 
zwischen  N  und  P  in  den  Abständen  1,  2, 
3  .  . .  parallele  Gerade  zu  den  Ordinatenaxen 
zu  ziehen  und  ihre  Schnittpunkte  abzuzählen. 
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Nun  liegen  auf  den  Geraden,   die   durch   die 
Punkte  auf  OB  gehen,  deren  Ordinaten  sind: 

11  — 4  C    12  — 4C  .  .  .  .  49  — 3C 

78  +  2  C    76  +  2  C  .  .  .  .        2    Punkte, 
also  ist 

^Sg^  =  2  +  4  +  6+. ..-r  78 -f2C 
=  2[l  +  2  +  3  +  ...  +  79  +  C] 
=  (49  +  C)  (40  +  0 (15) 

Ist  dann 

ß)  s  =  2C+  1,  so  wird 

iVP=81  +  2C 
0N=   8  — 4C 
und  (9  5  =  48  —  3  C  +  - 


Man  hat  daher  auf  den  Geraden  parallel  zur 
a;-Achse  mit  den  Ordinaten: 

9  —  4  C     10  —  4  C  ....  48  —  3C 
79  +  2C    77  +  2C....       1    Punkte, 

also  ist 

S^^j^^  =  l  +  3  +  ....  +  79  +  2C 

=  (40+0- (16) 

S^'  findet  man  auf  dieselbe  Art,  indem  man 
auf  MP  die  Punkte  1,  2  ...  9  —  2z  markiert, 
auf  MG  die  Punkte: 

81  +z,  82 +  2:...  89  — 2 

indem  der  Punkt  G  für  den  O  0  =  90  —  z 
wird,  nach  der  zweiten  Gleichung  (8),  wenn 
man  y  =  0  setzt,  nicht  mehr  zu  zählen  ist. 
Nun  liegen  auf  den  Geraden  die  parallel  zu 
MP  gehen,  durch  die  Punkte: 

81  +  -e,      82  +  2  ...  89  —  2 


B  o  b  e  k ,   Lehrbuch  der  ■WahrBcheinlichkeitsrechnung. 


der  gesuchten  Punkte,  also  ist 

^/  =  l  +  2"+3  +  ...  +  9  — 22 
^'  ^(9_2^)(5-c) (17) 

Was  endlich  SJ'  anbelangt,  so  ist  dieses 
einfach  zu  berechnen.  Jede  zu  OM  parallele 
Gerade  enthält  81  +  2  Punkte,  die  ganzzahlige 
Abscissen  besitzen,  indem  alle  Geraden  die 
Länge  OM  =  Sl+z  besitzen.  Nun  hat  man 
durch  die  Punkte  auf  ON,  die  die  Abstände 

1,  2,  3  ...  10  -  2  2: 

besitzen,  solche  Geraden  zu  ziehen  und  alle 
auf  ihnen  liegende  Punkte  mit  ganzzahligen  Ab- 
scissen sind  die  verlangten.  Ihre  Summe  ist  also 

S/'={l0-2z){81  +  z) (18) 

2 
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Die  Anzahl  aller  gesuchten  Punkte  inner- 
halb des  Viereckes  BPCO  ist  dann 

S^  +  5/  +  5^" 

Um  die  verlangte  Zahl  der  Punkte  über- 
haupt zu  finden,  haben  wir  jetzt  z  die  Werte  1, 
2,  3,  4  beizulegen,  alle  so  erhaltenen  S^  zu 
summieren. 

Die  Anzahl  sei  A^,    dann  ist 

A,  =  S,  +  S,'  +  5,"  +  S,  +  SJ  +  S,"  +  53-4-  S,'  +  ^3-  +  54  +  S,'  +  5^- 
=  5,  +  5o  +  5,,  +  S,  +  5/  +  5„'  +  53'  +  5^'+  5,"  +  S,-  +  53"  +  5/' 

und  wenn  man  die  Werte  hiefür  aus  (15), 
(16),  (17)  und  (18)  einsetzt,  ergibt  sich 

Ao  =  (40)2  +  40  .  41  +  (41)2  4.  41 .  42 
+  7.4  +  5.3  +  3.2  +  1.1 
+  8  .  82  +  6  .  83  +  4  .  84  +  2  .  85 
=  8353 (19) 

Die  Anzahl  aller  günstigen  Fälle  ist  mithin 

g=^Ai  +  Ao=.  26706 

und  die  'gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ergibt 
sich  nach  Formel  1: 

2.  AuflösnDg.  Statt  der  eben  dargelegten 
Methode  kann  man  eine  andere  benutzen,  die 
zwar  nicht  den  genauen  Wert  von  w  liefern 
wird,  aber  einen  immerhin  gut  angenäherten. 
Durch  die  Einführung  von  x,  y,  z  haben  wir 
das  Problem  darauf  reduziert,  die  Anzahl 
Kombinationen  ganzer  Zahlen  zu  finden_,  welche 
den  Bedingungen 

a?  +  2  ?/  +  3     <  100 

x  +  y     +2     <90 (21) 

x^  0  y^o  z^o 

genügen.  Deuten  wir  x,  y,  z  als  rechtwinklige 
Kaumcoordinaten,  so  stellt  die  Gleichung 

x  +  2y-^dz  =  100 (22) 

eine  Ebene  dar,  welche  die  Achsen  ox,  oy,  oz 
in  den  Punkten  A,  B,  C  schneidet,   so  dass 

für  ^ :     X  =  0  A^IOO      y  =  0     z  =  0 
,^    B:     y=  OB  =    60      .v  =  0    2  =  0. .(23) 

„    C:     z=OC=33\    x  =  o    y=o 

ist  (vergl.  hiezu  und  für  das  Folgende  das  Lehr- 
buch über  analytische  Geometrie  des  Kaumes 
der  Kleyerschen  Encyklopädie).   Diese  Ebene 
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ist,  Figur  3,  durch  ihre  Spuren  AB,  BC,  CA 
in  den  Coordinatenebenen  versinnlicht. 
Analog  stellt 

c^?  +  ?/  +  2  =  90 (24) 

eilte  zweite  Ebene  dar,  welche  die  Achsen  ox, 
oy,  oz  in  den  Punkten  L,  M,  N  schneidet, 
so  dass 


0       Z  =:  0 

0    z  =  o  ..  (25) 


für  L:  a;=  OL  =  m  y 
„  M:  ij=  OM=dO  x 
„    N:     z—O  N=.-  90    x  =  0    ij  ~  o 

ist.     Diese  Ebene  ist  in  Figur  3  durch   ihre 
Spuren  LM,  MN,  NL  versinnlicht. 


Figur  3. 


N 


Beide  Ebenen  schneiden  einander  längs  der 
Geraden  PQ,  wobei  P  der  Schnittpunkt  der 
Spuren  L  N  und  A  C,  und  Q  der  Schnittpunkt 
der  Spuren  LM  und  AB  ist. 

Dem  Punkte  P  kommen  also  die  Koordinaten 
zu,  welche  sich  aus  (22)  und  (24)  ergeben, 
wenn  in  denselben  y=-o  gesetzt  wird,  sie 
sind  also: 

57  =  85    y  =  o    z  =  5 (26) 

Die  Koordinaten  von  Q  ergeben  sich  aus 
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denselben  Gleichungen,  wenn  in  denselben 
s  =  0  gesetzt  wird : 

;r  —  80    2/  =  10    z  =  o   .  .  .  .  (27) 

Dies  vorausgeschickt  stellen  die  Bedingungen 

:c  +  2y  +  3z<:i00  ^     ^ 

^>o,         y>o,     z:>o'  '  '  '  ^ 

offenbar  alle  Punkte  vor,  welche  in  dem 
positiven  Eaume  (der  Raum,  für  welchen  alle 
Koordinaten  positiv  sind)  des  Koordinaten- 
systems liegen,  der  von  den  drei  Koordinaten- 
ebenen oxy,  oxz,  01/2  und  der  Ebene -456', 
deren  Gleichung 

X  +  2y  -^  'dz=100 

ist,  begrenzt  wird. 

Analog  stellen  die  Bedingungen 

5?  +  7/  +  r  <  90 

^'^>0j     y>o,     z:>o   '  ' 

alle  Punkte  dar,  welche  in  dem  positiven 
Baume  liegen,  den  die  Koordinatenebenen  oxy, 
oxz,  oyz  mit  der  Ebene  LMN,  deren 
Gleichung 

a;  +  y  +  z  =  90 

ist,  begrenzen. 

Also  stellen  die  Bedingungen 

x  +  2r/  +  Sz<ilOO 
a:  -\-y  +  z  <  90 
w'^o  y^o  z^o 

zusammen  alle  Punkte  vor,  welche  innerhalb 
des  Körpers  OLPGBQ  liegen. 

Betrachten  wir  jetzt  blos  die  Punkte,  welche 
ganzzahlige  Koordinaten  besitzen,  so  stellen 
die  Bedingungen  (29) 

5?  -f  ?/  +  2  <  90 
Ä'>>o     y^o     z^o 

offenbar  alle  Kombinationen  der  90  Ziffern  1 
bis  90  zu  dreien  vor,  also  alle  möglichen 
Fälle  für  unser  Ereignis,  das  in  dem  Ziehen 
von  drei  Nummern  besteht.  Wir  setzen  nun 
statt  dieser  Anzahl  das  Volumen  des  Tetra- 
eders OLMN,  welches  offenbar  grösser  ist. 
Würde  man  über  OL,  0 M,  ON  den  Kubus 
konstruieren,  so  wäre  sein  Volumen  genau 
gleich  der  Anzahl  Punkte,  deren  Koordination 
ganze  Zahlen  sind,  indem  der  Kubus  durch 
die  Ebenen,  welche  im  Abstände  1,  2,  3  ...  90 
parallel  zu  den  Koordinatenebenen  gelegt  werden 
in  kleine  Würfel  von  der  Seitenlänge  1  zer- 
legt würde,  deren  Anzahl  das  Volumen  und 
gleichzeitig  die  Anzahl  ihrer  Ecken  angeben 
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würde.  Diese  Ecken  sind  aber  die  Punkte,  denen 
ganzzahlige  Koordinaten  zukommen.  Wird  nun 
von  dem  Kubus  durch  die  Ebenen  LMN  ein 
Tetraeder  abgeschnitten,  so  gehören  zu  seinem 
Volumen  noch  eine  Anzahl  von  kleinen  Tetra- 
edern, die  durch  die  Ebene  LMN  aus  den 
Würfeln  ausgeschnitten  werden,  deren  Ecken 
in  ihr  liegen.  Um  das  Volumen  dieser  kleinen 
Tetraeder,  die  ihre  Grundflächen  alle  in  der 
Ebene  XifiVMiegen  haben,  wird  das  Volumen 
des  Tetraeders  OiilfA"  grösser  sein  als  die 
Anzahl  Punkte  mit  ganzzahligen  Koordinaten. 
Wir  lassen  aber  diesen  Fehler  in  der  Rech- 
nung, da  er  durch  den  analogen  Fehler  bei 
der  Berechnung  der  Punkte,  welche  der  Be- 
dingung (21)  nämlich 

a;  +  22/  +  3^<100 
^  +  y  +  2^  ^  90 
x"^  0  y'^o  z  ^  0 

genügen,  in  etwa  kompensiert  wird.  Wir 
setzen  nämlich  auch  hier  an  Stelle  der  Punkte 
mit  ganzzahligen  Koordinaten  das  Volumen  des 
Körpers  OLPCBQ,  Figur  3.  Diese  Zahl 
wird  dann  offenbar  die  Anzahl  günstiger  Fälle 
vorstellen,  in  denen  nämlich  die  Summe  der 
drei  gezogenen  Nummern  unter  101  ist. 

Wir  schreiten  nun  zur  Berechnung  der 
Körperinhalte  dieser  Körper  (vergl.  hiezu 
Kleyers  Lehrbuch   der  Körperberechnungen). 

Das  Volumen  des  Tetraeders  OLMN  er- 
gibt sich  einfach  als  der  sechste  Teil  des 
Würfels  über  OL,  OM,  ON,  also  ist 


b 


Erkl.  13.  Sind  Xi  .Vi  z^ ;  o?.,  y„  z^ ;  x^  y^  z^ ;  x^^  y^  z^ 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  von  vier  Punkten 
des  Raumes,  so  ist  das  Volumen  des  Tetraeders, 
welches  diese  vier  Punkte  bestimmen 


±\ 


x^ 

2/i 

^1 

1 

X» 

y-^ 

z.. 

1 

•»8 

2/3 

^3 

1 

2/4 


wobei  das  Zeichen  +  oder  —  so  gewählt  wird, 
dass  V  sich  positiv  ergibt.  (Siehe  das  Lehrbuch 
der  Kleyerschen  Encyklopädie  über  analytische 
Geometrie  des  Raumes).  Die  Determinante  kann 
tentwickelt  werden  nach  den  Sätzen  über  De- 
erminanten,  wie  sie  in  dem  betreffenden  Lehr- 
buch der  Kleyerschen  Encyklopädie  entwickelt 
werden. 


Das  Volumen  g  des  Körpers  OLPCBQ 
berechnen  wir  als  Differenz  der  Volumina  der 
beiden  Tetraeder  OABG  und  X  A  P  p,  so  dass 

g  =  OABC  —  LAPQ. 

Das  Tetraeder  OABC  ist  rechtwinklig  bei  0, 
also  ist  das  Volumen 


1 

1    1^ 

3*2 


OABC  =  ^-  Fläche  OBC.  OA 
o 


.  OB.OC.  OA 


=  ^-.öO.Ssi-.lOO 
6  3 

=  ^  500000 


Das  Volumen  LAPQ  berechnen  wir  nach 
dem  Satze  aus  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  mittels  einer  Determinante.  (Vergl. 
die  nebenstehende  Erklärung.) 
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0 

0 

1 

100 

0 

0 

1  1 

85 

0 

5 

Ij 

80 

10 

0 

li 

Hilfsrechnung. 

Entwickelt  man  die  Determinante 


=  D 


nach  den  Elementen  der  3ten  Kolumne,  so  bleibt 
nur  die  Unterdeterminante  des  3ten  Elementes :  5, 
welches  nicht  0  ist,  mit  diesem  multipliziert 
übrig,  d.  h.  es  ist 


D  =  o 


Die   Determinante  rechts    wieder,   nach  den 
Elementen  der  2.  Kolumne  entwickelt,  gibt 


90 

0 

1 

00 

0 

1 

80 

10 

1 

90      0 

0 

1 

LÄPa  =  -\ 

100      0 

85      0 

0 
5 

1 
1 

= 

1 

80     10 

0 

1 

ilso  ist 

^  =  yg  500000  - 

1 
18 

1500 

=  -^  .  498500 

md  mithin  haben  wir 

498500         4985 
^'^        3  .  90^^  ~  21870 

=  0,2233 

=  ^   500 


D 


10 


90 
100 


Berücksichtigt  man  bei  beiden  Auf  lösungs- 
arten blos  die  ersten  zwei  Dezimalstellen,  so 
ergeben  sich  dieselben  Werte  für  w,  wenn  man 
in  Gleichung  (20)  die  Korrektur  wegen  der  8 
in  der  dritten  Dezimalstelle  nimmt. 


und  schliesslich 

D  —  o  .10  (90—100) 
=  —500 


Aufgabeis.  Der  Fussboden  eines  Zimmers 
ist  mit  regulären  sechseckigen  Parquetten  be- 
legt, man  wirft  eine  Münze,  deren  Durch- 
messer die  Länge  2  a  hat,  auf  den  Boden, 
welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die 
Münze  ganz  auf  eine  Parquette  zu  liegen  kommt  ? 

Figur  4. 


Auflösung.  Die  Figur  4  stelle  einen  Teil 
des  Fussbodens  dar,  dessen  Parquetten  durch 
die  vollen  Linien  angedeutet  sind.  Die  punk- 
tierten Sechsecke  haben  zu  den  ersteren  parallele 
Seiten,  sind  aber  im  Abstände  a  von  diesen 
gezogen. 

Wirft  man  die  Münze  auf  den  Boden,  so 
kann  ihr  Mittelpunkt  offenbar  auf  irgend  einen 
Punkt  des  Fussbodens  fallen,  aber  nur  wenn 
derselbe  innerhalb  eines  der  punktierten  Sechs- 
ecke zu  liegen  kommt,  wird  die  Münze  ganz 
auf  einer  Parquette  liegen,  da  ihr  Mittelpunkt 
um  mehr  als  die  Länge  a  ihres  Halbmessers 
von  dem  Eande  der  Parquette  absteht. 

Betrachten  wir  eine  einzige  Parquette.  Die- 
selbe ergibt  als  Möglichkeiten  der  Lage  des 
Mittelpunktes  der  auf  sie  fallenden  Münze  so 
viele,  alsPunkteinnerhalb  des  Sechseckes  liegen. 
Diese  Zahl  ist  unendlich  gross,  als  ihr  Mass 
kann  aber  die  Fläche  des  Sechseckes  gelten. 
Denn  denkt  man  sich  für  einen  Augenblick 
statt  der  Punkte  unendlich  kleine  gleiche 
Flächenteilchen,  etwa  kleine  Rechtecke  g-esetzt 
(wie  es  in  der  Integralrechnung  bei  der 
Flächenberechnung  geschieht,  vergl.  Kleyers 
Lehrbuch  der  Litegralrechnung),  so  ist  klar, 
dass    die  Anzahl   dieser   Flächenteilchen  der 
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Fläche  proportional  ist.  Ist  also  F  die 
Fläche  des  Sechseckes,  so  kann  die  An- 
zahl m  der  innerhalb  desselben  gelegenen 
Punkte  durch 

m  —  k.  F 


ausgedrückt  werden,  wo  streng  genommen  k 
eine  unendlich  grosse  Konstante  ist.  Fällt 
der  Mittelpunkt  der  Münze  innerhalb  des 
punktierten  Sechseckes,  so  ist  dies  ein  günstiger 
Fall  für  unser  Ereignis.  Bezeichnet  f  die 
Fläche  des  punktierten  Sechseckes,  so  wird 
die  Anzahl  günstiger  Fälle  wieder  durch 

dargestellt. 

Sind  nun  n-Parquetten  auf  dem  Fussboden, 
auf  denen  jede  die  Münze  zu  liegen  kommen 
kann,  so  wird  die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle 
offenbar 

il'/  =:  n  .m  =  n.k  .  P 

und  die  Anzahl  aller  günstigen  Fälle 

G  =  n.g  =  7ik.f 

sein,  also  ist  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit 

G  nk.f 


M 


oder 


■nkF 


f 


so  dass  die  (unendlich  grosse)  Konstante  h 
ganz  ausgefallen  ist,  und  w  sich  in  vollständig 
bestimmter  Form  ergibt. 


Aufgabe  16.  Ein  dünnes  Stäbchen  wird 
in  drei  Teile  gebrochen,  wie  gross  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  sich  aus  den  drei 
Teilen  ein  Dreieck  bilden  lässt? 


Auflösung. 


Sei  C  die  Länge  des  Stäb- 
chens und  X,  y,  %  die  drei  Teile,  in  welche 
man  es  zerbrochen  hat,  so  ist 


X  +  ij  +  z  =  C 


(1) 


Damit  aber  aus  den  drei  Stücken  x,  y,  % 
ein  Dreieck  zusammengestellt  werden  kann, 
muss 

y<ä;  +  z (2) 

z<y  +  X 

sein  (vergl.  das  Lehrbuch  der  ebenen  Elementar- 
geometrie der  Kleyerschen  Encyklopädie). 

Die  Gleichung  (1)  ergibt  für  if,  y^  %  alle 
möglichen  Fälle,  wobei  selbstverständlich  nur 
die  positiven  Werte  von  x,  y,  z  zulässig  sind, 
welche  der  Gleichung  (1)  genügen,  die  Be- 
dingungen (2)  scheiden  aus  diesen  die  günstigen 
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Fälle  aus.  Beide  Anzahlen  sind  natürlich 
unendlich  gross. 

Deuten  wir  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Raum- 
koordinaten, so  bedeutet  (1)  die  Gleichung 
einer  Ebene,  welche  die  Koordinatenaxen  in 
den  Punkten  A,  B,  G  schneidet,  so  dass 
Figur  5 

0A=  OB  =  OC  =  C 

ist.  Das  Dreieck  ABC  ist  also  ein  gleich- 
seitiges und  jeder  Punkt  desselben  hat  Koor- 
dinaten X,  y,  Zf  welche  der  Gleichung  (1) 
genügen  und  positiv  sind,  also  ist  die  An- 
zahl möglicher  Fälle  nach  denselben  Schlüssen, 
wie  in  Aufgabe  16 

m  =z  k.F 
wenn  F  die  Fläche  des  Dreieckes  ABG  ist. 


Wir   berechnen   nun  die  günstigen  Fälle. 
Die  Bedingung    - 

sagt  aus,  dass  die  x,  welche  ihr  genügen, 
kleiner  sind  als  die,  welche  der  Gleichung 

X  =  y  +  z 

genügen.  Diese  Gleichung  stellt  aber  eine 
Ebene  dar,  welche  die  Ebene  des  Dreieckes 
AB  Gm  der  Geraden  hc  schneidet,  so  dass 
hA  =  hG  und  cA=^cB  ist.  Denn  setzt 
man  in  den  beiden  Gleichungen 

x^y  +  z—C 
x  =  y  +  z 
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das  einemal  y  =  0,  so  ergibt  sich  für  die 
Koordinaten  des  Punktes  h 

x  +  z  =  C 
x  =  z 
also 

Daher  ist  h  die  Mitte  von  A  G.    Setzt  man 
in  den  Gleichungen  s  =  O,  so  ergibt  sich 

also  ist  c  die  Mitte  von  AB.  Die  Punkte 
des  Dreieckes  ABC  nun,  für  welche 

müssen  in  dem  Trapez  CbcB  liegen ,  da 
ihre  x  kleiner  sind  als  die  der  Geraden  bc. 
Ist  nun  a  die  Mitte  von  B  G,  so  folgt  ganz 
analog,  dass  die  Punkte  des  Dreieckes,  für 
welche 

innerhalb  des  Trapezes  CacA  liegen  müssen 
und  die  Punkte,  für  welche 

z<y  +  z 

innerhalb  des  Trapezes  BahA  gelegen  sind. 
Daher  sind  alle  Punkte,  für  welche  gleich- 
zeitig 

x<^y  +  z 

y  <:x  +  z 
z<ix  +  y 

ist,  innerhalb  des  Dreieckes  a 6c  gelegen.  Ist 
also  f  die  Fläche  dieses  Dreieckes,  so  ist  die 
Anzahl  der  günstigen  Fälle 

und  es  folgt  also  für  die  Wahrscheinlichkeit  w, 
dass  aus  x,  y,  %  ein  Dreieck  zusammengestellt 
werden  kann 

k.f         f 

Nun  ist  aber   offenbar   das   Dreieck  ab c 

auch  gleichseitig  und  seine  Seiten  sind  halb 

so  lang  als  die  Seiten  des  Dreieckes  A,  B,  G, 

also  ist 

F  =  4./ 

und  daher 

1 
w  =  - 
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Aiifgal)e  17.  Zwei  Personen  A  und  B 
verabreden  an  einem  bestimmten  Tage  ein 
Rendezvous.  Die  Zeit  desselben  fixieren  sie 
zwischen  2  und  3  Uhr  nachmittags  und  jeder 
verspricht,  falls  er  früher  kommt  auf  den 
anderen  10  Minuten  warten  zu  wollen.  Welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  beiden 
Personen  einander  treffen? 


Figur  6. 


B 

Q 

rC 

P 

/ 

s 

0 

R                    ^ 

l 

Auflösung.  Sei  x  Zeit,  die  A  nach  2  Uhr 
an  dem  Orte  erscheint  und  y  dieselbe  für  B, 
Dann  kann  sowohl  x  als  y  alle  Werte  zwischen 
0  und  60  annehmen,  wenn  wir  die  Zeit  in 
Minuten  ausdrücken.  Sollen  einander  die  beiden 
treffen,  so  muss  sowohl 


als 


y<^x<^x+  10 


Nun  stellt 


wobei 

f,=  OCB 

=  60  .  30 
=  550 


sein,  denn  jeder  will  auf  den  anderen  blos 
10  Minuten  warten.  Hiebei  ist  die  erste  Be- 
dingung in  dem  Falle,  dass  A  früher  kommt, 
die  zweite,  dass  B  früher  kommt  zu  berück- 
sichtigen. 

Deuten  wir  x,  y  als  rechtwinklige  Koor- 
dinaten in  der  Ebene,  so  stellen  alle  Kom- 
binationen von  X  und  y  die  Punkte  des 
Quadrates  OAGB,  Figur  6,  dar,  dessen  Seiten 
0  A  =  OjB  =  60  sind.  Die  Anzahl  möglicher 
Fälle  ist  also 

m  =  k.m^ 

für  die  günstigen  Fälle  ergibt  sich,  wenn 
1.  A  zuerst  kommt,  die  Bedingungen 

.1?  <  ?/  <  .2?  +  10 
x  =  y 

die  Gleichung  der  Geraden  OG  dar  und 
y  =  X  -\-  \0 

ist  die  Gleichung  der  Geraden  P  Q,  die  parallel 
zu  OG  ist,  wobei  0P=  10  sein  muss. 

Die  Punkte  nun,  für  welche  x<^y  ist,  liegen 
über  der  Geraden  OG  und  die  Punkte,  für 
welche  y<ix+  10  ist,  liegen  unterhalb  der 
Geraden  PQ.     Die  Punkte   also,   für  welche 

.iJ  <  ?/  <  .27  -f  10 

ist,  liegen  innerhalb  des  Trapezes  OCPQ  und 
für  jeden  dieser  Punkte  ergibt  sich  ein  x  und 
ein  2/5  welches  unserem  Ereignisse  günstig 
ist.  Es  ist  also,  wenn  f  die  Fläche  dieses 
Trapezes  ist 

9i  =^./i 


PQB  =  l  OB  .BC 

50  .  25 


BP  .BC 
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2.  Kommt  B  zuerst,  so  muss 

Man  erkennt  sofort,  dass  dann  die  günstigen 
Fälle  dargestellt  werden  durch  die  Punkte 
des  Trapezes  ORSC,  wenn  Oi?=  10  ist; 
und  es  ergibt  sich  wieder  die  Fläche  dieses 
Trapezes 

f,  =  550 

Für  das  Ereignis  sind  also  die  günstigen 
Fälle 

g  =  k  (A+A)  =:  fc.llOO 


also  ergibt  sich 


1100 
3600 


11 
36 
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Anmerkung  5.    Betreffs  der  Definition   der   zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit 
vergleiche  die  Anmerkung  2. 

Frage  5.  Das  Ereignis  E^  hat  die 
Wahrscheinlichkeit  u\,  ein  anderes  Er- 
eignis E2  die  Wahrscheinlichkeit  W2  für 
das  Eintreffen.  Wie  berechnet  man  die 
Wahrscheinlichkeit  w  des  Ereignisses  E, 
welches  darin  besteht,  dass  entweder  E^ 


oder  E2  eintritt? 


Antwort.     Die   Wahrscheinlichkeit  tv 
dafür,  dass  E^  oder  E2  eintritt,  ist  ge- 


geben durch  die 


Formel  3:     w  =  u\  -{-  W2 
Beweis.   Es  sei 


Erkl.  14.  Man  kann  w\  und  Wc^  denselben 
Nenner  w  gehen,  da  man  die  Brüche  erweitern 
kann;  wobei  m^  g^  +  gr,  sein  muss,   da  sonst 


w. 


_   9^ 


m 


tu. 


m 


banden  wären. 


.....       1  -     ..  ,.1     •c-n     !•■•     c  und  wir  stellen  uns  wieder  die  Ereignisse 

mehr  gunstige  als   mögliche  Falle    für  ß  vor-      i       -,        ry.  1  tt       ^  • 

iiQnrion  wäror,  als    das  Ziehcn    von  Kugeln    aus    einer 

Urne  vor. 

Es  seien  in  einer  Urne  g^  weisse,  ^2 
rote  und  m  —  g^  —  ^2  schwarze  Kugeln 
vorhanden.  Dann  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit für  das  Ziehen  einer  weissen 
Kugel 

«',  =  ^ 

m 
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und  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen 
einer  roten  Kugel 


^,  =  ^ 

m 


Will  man  nun  die  Wahrschein- 
lichkeit w  für  das  Ziehen  einer  weis- 
sen oder  roten  Kugel  berechnen,  so 
geht  man  auf  die  Formel  1  zurück.  Offen- 
bar sind  für  dieses  Ereignis  {g^  +^2)  gün- 
stige Fälle,  indem  (p'1+^2)  weisse  und 
rote  Kugeln  in  der  Urne  sind.  Es  wird 
also  nach  Formel  1 


m  mm  ^  * 


sich  ergeben,  wie  z.  B.  w. 


Anmerkung  6.  Ist  w  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses,  w'  die  entgegen- 
gesetzte Wahrscheinlichkeit  desselben  Ereignisses,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  W,  dass 
das  Ereignis  eintritt  oder  nicht  eintritt,  nach  Formel  3: 

W  =  IV  -{■  w' 

Da  nun  gewiss  ist,  dass  das  Ereignis  eintritt  oder  nicht  eintritt,  so  ist  TF=1, 
daher  ist 

1    =    Z6'  -f  W' 

welches  die  Formel  2  ist. 


Frage  6.  Die  Ereignisse  E^,  E^ . , .  E^ 
haben  die  Wahrscheinlichkeiten  Wj^,W2..'  Wj. 
für  ihr  Eintreffen.  Wie  berechnet  man 
die  Wahrscheinlichkeit  w  für  das  Ereig- 
nis E^  das  darin  besteht,  dass  irgend 

eines  der  Ereignisse  eintritt?  Antwort.     Die  Wahrscheinlichkeit  w, 

dass  irgend  eines  der  Ereignisse  E^^ 
E2  . . .  Ej.  eintritt,  denen  die  Wahrschein- 
lichkeiten w^\  w^^ ' .  IV  f.  zukommen ,  ist 
gegeben  durch  die 

Formel  3' :     tv  ==:z  w^  -{-  w^  -\-  • . .  -i-  w^ 
Da  man 
IIK   =  ^,  tv^  =  ^- tv^  —  — 
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setzen  kann,  indem  alle  Brüche  gleiche 
Nenner  haben,  und 

sein  muss  (vgl.  die  Erklärung  14),  so 
kann  der  Beweis  genau  so  geführt  werden, 
wie  für  Formel  3. 

Anmerkung  7.  Schliessen  die  Ereignisse  E^,  E^  ,  , .  E^  einander  aus,  d.  h.  muss 
irgend  eines  eintreten,  so  besteht  die  Eelation^  ^ 

Formel  2':    il\-{-  Wz+  . 
denn  es  ist  sicher,  dass  irgend  eines  der  Ereignisse  eintritt,  also  ist  in  Formel  3':  w  ~  1 

Anmerkung  8.  Es  ist  von  besonderer  Wichtigkeit,  die  beiden  Fälle  von  einander 
zu  unterscheiden,  ob  die  Ereignisse  von  einander  unabhängig  sind  oder  ob  sie  einander 
beeinflussen.  Es  wird  später  dieser  Umstand  an  besonderen  Beispielen  noch  klarer  dar- 
gelegt werden. 


Frage  7.  Den  Ereignissen  E^,  E^^ 
Eo  , . .  E  sollen  die  Wahrscheinlichkeiten 
xi\ ,  W2 ,  w^ . .  .w^  zukommen ,  wie  be- 
rechnet man  die  Wahrscheinlichkeit  w 
des  Ereignisses  E^  das  darin  besteht, 
dass  sowohl  E^  als  E2  als  E^, . ,  als 

E^  eintritt?  Antwort.   Sind  u\,  w^..  *  w^  die  Wahr- 

scheinlichkeiten für  das  Eintreffen  der 
Ereignisse  E^,   E^, .  .E^,    die   einander 

Erkl.  15.    Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die  nicht    beeinflussen,    so    ist    die  Wahr- 
Ereignisse  Ei,  E^...Ej^  von   einander  unab-  scheinlichkeit  w^  dass  die  Ereignisse  gleich- 
hängig  sind,  dass  also  der  Eintritt  irgend  eines  zeitig  eintreffen,  gegeben  durch  die 
den  Eintritt  irgend  eines  andern  in  keiner  Weise 

^^«'°ä"^«*-  Formel  4 :     w  =  w,.w,....  »o„ 

d.  h.  die  zusammengesetzte  Wahr- 
scheinlichkeit ist  das  Produkt  aus  den 
einfachen  Wahrscheinlichkeiten  der  Er- 
eignisse. 

Der  Beweis  der  Formel  ergibt  sich 
folgen  dermassen : 

Es  seien  vorerst  bloss  zwei  Ereignisse 
j^i,  E2  betrachtet,  denen  die  Wahrschein- 
lichkeiten 


^         m.  ""         nie 


zukommen.     Wir   versinnlichen   uns   die 
Ereignisse    als    das    Ziehen   von  Kugeln 
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Erkl.  16.  Man  beachte  den  Unterschied 
zwischen  hier  und  dem  Beweise  der  Formel  3. 
AVährend  es  sich  dort  handelte,  dass  eine  weisse 
oder  eine  schwarze  Kugel  gezogen  wird,  han- 
delt es  sich  hier  darum,  aus  ü^  eine  weisse 
und  aus  t/j  auch  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen. 
Während  dort  E  darin  bestand,  dass  E^  oder 
Eo,  eintritt,  besteht  E  hier  darin,  dass  so- 
wohl E^  als  E^  eintritt. 


aus  zwei  Urnen  TJ^  und  TJ^^  von  denen 
TJ^  unter  den  m^  Kugeln  g^  weisse  und 
m^  —  g^  schwarze  enthält ,  während  TJ^ 
g^  weisse  und  m^  —  g^  schwarze  ein- 
schliesst.  w^  ist  dann  die  Wahrschein- 
lichkeit für  das  Ziehen  einer  weissen 
Kugel  aus  TJ^  und  iv^  diejenige  für  das 
Ziehen  einer  weissen  Kugel  aus   JJ^. 

Die  zusammengesetzte  Wahrscheinlich- 
keit, dass  aus  der  Urne  V-^  und  TJ^  ]e 
eine  weisse  Kugel  gezogen  wird,  ist  w.  Hie- 
be! ist  es  natürlich  gleichgiltig,  ob  man 
zuerst  aus  der  Urne  U^  einen  Zug  macht 
und  dann  aus  der  Urne  TJ^^  oder  ob  man 
gleichzeitig  mit  der  einen  Hand  aus  der 
Urne  t^^,  mit  der  anderen  aus  der  Urne 
TJ^  je  eine  Kugel  zieht.  Die  beiden  Er- 
eignisse sind  von  einander  vollständig 
unabhängig,  denn  das  Ziehen  der  Kugel 
aus  der  einen  Urne  beeinflusst  in  keiner 
Weise  den  Zug  aus  der  anderen.  Um 
die  Wahrscheinlichkeit  lo  zu  berechnen, 
haben  wir  die  Formel  1  zu  benützen  und 
daher  die  Anzahl  m  aller  möglichen  Fälle 
und  sodann  die  Anzahl  g  aller  günstigen 
Fälle  für  den  Eintritt  des  Ereignisses  zu 
suchen,  welches  in  dem  Ziehen  je  einer 
Kugel  aus  beiden  Urnen  besteht. 

1.  Berechnung  der  Anzahl  m  der 
möglichen  Fälle.  Zieht  man  aus  ZJ^ eine 
bestimmte  Kugel,  so  kann  man  aus  Ug 
noch  irgend  eine  der  m^  Kugeln  heraus- 
ziehen, das  gibt  also  m^  Möglichkeiten 
für  jede  der  m^  Kugeln  aus  der  Urne  ü^, 
also  im  Ganzen 


m 


m.  .  m. 


mögliche  Fälle. 

2.  Berechnung  der  Anzahl  (/ der 
günstigen  Fälle.  Ein  dem  Ereignisse 
günstiger  Fall  tritt  ein,  wenn  man  aus  U^ 
eine  weisse  Kugel  und  aus  U2  ^^ch  eine 
weisse  Kugel  zieht.  Hat  man  aber  aus  U^ 
eine  weisse  Kugel  gezogen,  so  kann  man 
aus  U2  noch  irgend  eine  der  (/g  weissen 
Kugeln  herausziehen.  Dies  gibt  für  jede 
der  g^  weissen  Kugeln  aus  U^^  noch  ^2 
günstige  Züge  aus   U^,   also  im  ganzen 

9  =  9i'92 


günstige  Fälle. 
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♦  Daher  ist  nach  Formel  1 : 

^,  ^   9i  '92    ^  9i_ .  9_2^ 

oder 

w  =  ti\  .  w^ 

Hat  man  nun  drei  von  einander  un- 
abhängige Ereignisse  E^,  Ec^,  E^  mit  den 
Wahrscheinlichkeiten  w^,  w^^  w^  und  hat 
die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit 
für  das  gleichzeitige  Eintreffen  aller  drei 
Ereignisse  zu  suchen,  so  ist  die  zusam- 
mengesetzte Wahrscheinlichkeit  iv'  für 
E^  und  £'2  ii^ch  eben  Bewiesenem 

lo'  =  tv^ .  W2 

Nun  betrachtet  man  das  gleichzeitige 
Eintreffen  von  Ei  und  E^  als  das  Er- 
eignis E,  dessen  Wahrscheinlichkeit  tv' 
ist  und  fragt  nach  der  Wahrscheinlich- 
keit, dass  E'  und  E^  gleichzeitig  eintritt, 
wodurch  man  die  Wahrscheinlichkeit  nach 
oben  Bewiesenem 

w  =  tu' .  w^  =  lüi  .  t^2  •  '^^3 

erhält  dafür,   dass  E   d.  h.  E^   und  E^ 
^  und  E^  gleichzeitig  eintreten. 

Es  ist  klar,  wie  man  weiter  gehen 
kann,  und  so  die  Formel  4  allgemein 
bew^eist. 


Frage  8.  Wie  wird  die  Wahrschein- 
lichkeit W  eines  Ereignisses  E^  berechnet; 
das  nur  eintreten  kann,  wenn  das 

Ereignis   E^    bereits    eingetreten       Antwort.    Sei  die  Wahrscheinlichkeit 
ist?  w  im:  das  Eintreffen  von  E^ 


Erkl.  17.    In  diesem  Falle  sind  E^  und  Ec, 
nicht  unabhängig  von  einander. 


IV  =  ^ (1) 

m 

also  von  den  m  möglichen  Fällen  seien  g 
günstige.  Unter  den  g  günstigen  Fällen, 
in  denen  E^  eintreten  kann,  mögen  e 
auch  für  E^  günstig  sein,  dann  sind  unter 
allen  m  möglichen  Fällen  bloss  e  für  den 
Eintritt  von  E^  günstig,  es  ist  also 


W  ^~ (2) 

m 

die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen 
von  Eg. 
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Da  unto  den  ^-Fällen,  in  denen  E^ 
eintreten  kann,  bloss  e  für  das  Eintreffen 
von  E2  günstig  sind,  so  bedeutet 


(0 


(3) 


die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Eintreffen  YonE^,  nachdem  E^^  ein- 
getroffen ist.   Es  ist  also,  da  nach  (2) 


W  = 


ist,  mit  Rücksicht  auf  (2)  und  (3) 

Formel  5:        W  =  w.ifi 

d.  h.  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
treffens von  E^  und  E2,  von  denen  E2 
nur  eintreffen  kann,  wenn  E^^  eintritt, 
wird  berechnet,  indem  man  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Eintreffen  von  E^ 
multipliziert  mit  der  Wahrscheinlichkeit 
für  das  Eintreffen  von  E'g'  nachdem  E^ 
als  eingetroffen  vorausgesetzt  wird. 


Frage  9.  Wie  wird  die  Wahrschein- 
lichkeit W  für  das  Eintreffen  der  Ereig- 
nisse E^,  E2 . . .  Ej.  berechnet,  wenn  jedes 
Ereignis  nur  eintreten  kann,  sobald 
alle  vorausgehenden  eingetreten 
sind? 


Erkl.  18.  Auch  hier  sind,  wie  in  der  voran- 
gehenden Frage,  die  Ereignisse  von  einander 
abhängig. 


Antwort.  Ist  ic\  die  Wahrscheinlich- 
keit für  das  Eintreffen  von  E^,  Wg  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  von 
E2,  nachdem  E-^^  bereits  eingetroffen  ist, 
0)3  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ein- 
treffen von  E2,  nachdem  E^^  und  E2  ein- 
getroffen sind  u.  s.  w.,  bis  to^  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  Ej^  eintritt,  nachdem 
alle  vorangehenden  Ereignisse  bereits  ein- 
getroffen sind,  so  ist: 

Formel  5' :     W  =  w^ .  1^2 .  oi^ . . .  w^ 

Der  Beweis  folgt  aus  dem  Beweise  für 
zwei  Ereignisse  E^,  E2,  wenn  man  immer 
das  Eintreffen  aller  vorangehender  Er- 
eignisse als  ein  zusammengesetztes  Er- 
eignis betrachtet. 
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Gelöste  Aufgaben. 

(Vergleiche  die  P^rmeln  3  und  4,  sowie  auch  5.) 

Aufgabe  18.    Eine  Urne  enthält  n-Kugeln, 

man    zieht    irgend    eine    Anzahl    derselben, 

welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass       Auflösung.  Da  man  1,  2,  3,  4  . . .  n-Kugeln 

die  Anzahl  eine  gerade  ist?  ziehen  kann,  so  ist  die  Anzahl  aller  möglichen 

Fälle  m  die  Summe  aus  den  Zahlen,   welche 
angeben,  wie  viel  Kombinationen  zur  Klasse  1, 
2,   3,  4  .  .  .  n   aus   den  n-Kngeln   gebildet 
werden  können,  d.  h.  es  ist 
Erkl.  19.  Nach  dem  binomischen  Satze  (siehe  -x        ,  .        .  o  x        /  n 

Kleyers  Lehrb.  der  Potenzen  und  Wurzeln)  ist       m  =  r^^  +  i^\  +  /  ^  |  +  rM  +  • .  •  1-  r) 

{x  +  ay  =  .r"  +  y^j  .ü"~^  a  +  ^j  ^"~^  u^  +  ..     also  nach  nebenstehender  Erklärung 


C':_i)-»-'+(:)a« 


Sei  nun  w^i  die  Wahrscheinlichkeit   dafür, 
Setzt  man  hierin  ^'  =  1,  a  =  1,  so  wird         dass  2i-Kugeln  gezogen   werden,   so  ist   die 


,n  __  1  ^  /«\  4.  (n\  _^  /n\  _^  /n\  ^  /n\   Anzahl  günstiger  Fälle  Pi ;  die  Anzahl  Kom 

\1/   '   \2/      \3/      '4/  '  •••      \7i)   binationen  dern-Kugeln  zur  Klasse  22,  also  is 
Setzt  man  hingegen  .v  =  1,  a  =  —l,  so  wird: 


binationen  der  n-Kugeln  zur  Klasse  2i,  also  ist 

(2') 


^  =  ^  -  (1)  +  (2)  -  (3)  +  (4)  •  •  •  und  daher  ist 

' +(-ir(:)  ».  =  ^  =  M 

Es  ist  also  2" 1 

2'*  — 1  =  (")  +  (")  +  (o)  +  C^)  +  .  .  .  +  (""1  ^""  ^^"^^  ^^^^  *  <^i^  ^^rtQ  1,  2,  3  .  .  . 

\1/       \2/     \3/   '   \4/       •  •  •        \nj  annehmen,   eines  der  Ereignisse  braucht  nur 

l^(n\_(n\     /n\_/n\j^                 /^x  einzutreten,  daher  ist  nach  Formel  3: 

\l)           [2}        [3)           \4:)        "                          \n)  ^                                          g     J^   g     J^    g.   +    .., 

W  —  W     -i-   W     -f-  W     -4-  iii„  __^i_*__L.-'ZJ' 

Subtrahiert  man  die  zweite  Gleichung  von  der  "         *         e       •  •  •                 ^^ ^ 

ersten,  so  folgt,  wenn  man  beiderseits  durch  2  Es  ist  aber 

'"""2*-^   _    ,    ^    /«)    +/«)+/«)     ^     _  7.     +?,+     ?.    +    ..      =      (^)    +     (t)    +     {t)+: 

^  '       ^  ^  und    diese   Summe   ist   nach    nebenstehender 

Werden    die  Gleichungen  addiert,    so  folgt,  Erklärung 

nachdem  wieder  durch  2  gekürzt  worden  ist:  __  r,«— 1 

2«-i  __  /n\       /n\       /n\ 

\lj  ^  \3/  "^  1 5/  "^  daher  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 


1         1 


2"  —  1  2        2  (2"  —  1) 

Die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  w', 
d.  h.  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Anzahl 
der  Kugeln  eine  ungerade  ist,  ergibt  sich 
analog,  oder  nach  Formel  2: 


2        2  (2"  —  1) 

Es  ist  also  wahrscheinlicher  eine  ungerade 
Anzahl  zu  ziehen,  als  eine  gerade. 


Bobek,  Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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Aufgabe  19.  In  einer  Urne  U^  befinden 
sich  2  weisse  und  3  schwarze  Kugeln,  in 
einer  zweiten  Urne  sind  3  weisse  und  4 
schwarze  Kugeln.  Welches  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  man 

1.  aus  U^  und   C/j  je  eine  weisse, 

2.  aus  Ü  eine  weisse,  aus  U^  eine  schwarze,  Auflösung.     Die    Wahrscheinlichkeit   für 

3.  aus  C7,  eine  schwarze,  aus  ir^  eine  weisse,  das  Ziehen  einer  weissen  Kugel  aus  ü,  oder 

4.  aus  U,  und   U,  je  eine  schwarze  Kugel  ^es  Ereignisses  E,  ist: 

2 
zieht?  "^'i  =  5 

die    entgegengesetzte    Wahrscheinlichkeit   ist 
daher 

3 

die  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  E\ 
eine  schwarze  Kugel  aus  Z7,  zu  ziehen. 

Für  das  Ereignis  E^  des  Ziehens  einer 
weissen  Kugel  aus  U^  ergibt  sich  die  Wahr- 
scheinlichkeit 

3 

und  die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit 
ist  daher 

4: 

die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer 
schwarzen  Kugel  aus  U,  oder  des  Ereig- 
nisses E\.  Die  Ereignisse  E^,  E  ^,  E^,  Ü2 
sind  von  einander  unabhängig. 

Es  ist  daher  die  Wahrscheinliclikeit  für  die 
zusammengesetzten  Ereignisse 


l)E,.E,....W.=  '^-^ 


2     3  6 
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2  4  8 

2)  E,.E',....W,^^'j=  j^- 

3  3  9 

3)  E\.E,....\^,  ==  ^.-  =  y5- 

3     4         12 
A)  E,.E,....W,  =  ^^'-^=Y6 

Hiemit  ist  die  Aufgabe  gelöst.  Wir  bemerken 
aber  noch  Folgendes:  Zieht  man  aus  beiden 
Urnen  Kugeln,  so  muss  notwendig  einer  der 
4  Fälle  eintreten,  die  wir  eben  betrachteten. 
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dalier  muss  nach  der  Anmerkung  7  (Seite  29) 
Formel  2' 

W,+  W,+  W,+  W,  =  1 
was  auch  thatsächlich  der  Fall  ist,  indem 


ist. 


6     ^     8  9  12    _    35    _ 

35    '    35  "^  35  "^  35    ~    35    ~ 


Aufgabe  20.  In  einer  Urne  lJ\  sind  2 
weisse  und  3  schwarze  Kugeln,  man  zieht 
3  Kugeln  aus  der  Urne  heraus  und  wirft  sie 
in  eine  zweite  Urne  ü^,  aus  der  man  nun 
eine  Kugel  herauszieht,  welches  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  diese  Kugel  eine  weisse 
ist? 


Erkl.  20.  Die  Ereignisse  E^  und  E^,  welche 
aus  dem  Ziehen  der  Kugeln  aus  der  Urne  t/^ 
und  Uz  bestehen,  hängen  von  einander  ab.  Und 
zwar  kann  das  zweite  E^  nur  eintreten,  wenn 
jE*!  einer  der  beiden  Fälle  ist,  dass  man  aus  Ij\ 
entweder  1  oder  2  weisse  Kugeln  gezogen  hat. 
Denn  würde  man  aus  Ui  keine  weisse  Kugel 
ziehen,  dann  könnte  man  aus  ^7,  auch  keine 
ziehen. 


Auflösung.     Man  muss  die  beiden  Fälle 
unterscheiden 

1.  aus   U^  wird  1  weisse  und  2  schwarze, 

2.  aus  U^  werden  2  weisse  und  1  schwarze 
Kugel 

gezogen.  Dann  seien  mit  w^  und  w^  die 
Wahrscheinlichkeiten  bezeichnet,  dass  man 
aus  der  Urne  U^  eine  weisse  Kugel  zieht. 
Da  nun  der  eine  oder  der  andere  Fall  ein- 
treten kann,  so  ist  nach  Formel  8 


IV    =   Wi  +  Wo 


(1) 


Berechnung  von  i^^.   Da  die  Urne  U^  5  Ku- 
geln enthält,  so  geben  diese  nach  Formel  (a) 


/5\  5.4 

\V  -  172" 


10 


Kombinationen   zu   dreien,   also   10  Möglich- 
keiten   3   Kugeln   herauszuziehen.     G-ünstige 
Fälle  werden  die  sein,   welche  1  weisse  und 
2  schwarze  Kugeln  enthalten. 
Die  3  schwarzen  Kugeln  geben 


Ö) 


3.2 
1.2 


=  3 


Kombinationen  zu  2,  deren  jede  mit  jeder  der 
beiden  weissen  Kugeln  eine  günstige  Kom- 
bination gibt.  Es  sind  also  2 . 3  günstige 
Fälle,  und  daher  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
aus  der  Urne  U^  eine  weisse  und  zwei  schwarze 
Kugeln  zu  ziehen 

10   ~  5 

Wirft  man  nun  die  drei  Kugeln  in  die 
Urne  üj,  so  werden  in  ihr  1  weisse  und 
2  schwarze  sich  vorfinden,  die  Wahrschein- 
lichkeit aus  üg  ^^"ö  weisse  Kugel  zu  ziehen 
ist,  also 

l_ 

3 
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und  mithin  ist  die  zusammengesetzte  Wahr- 
scheinlichkeit nach  Formel  5: 

3    1         1 
^'^^5-3  =  5 

Berechnung  von  w^.  Die  Anzahl  Möglich- 
keiten für  das  Ergreifen  von  drei  Kugeln 
aus  U^  ist  wieder  10.  Günstige  Fälle  sind 
aber  jetzt  die,  in  welchen  2  weisse  und 
1  schwarze  Kugel  auftritt.  Es  sind  also  so- 
viel günstige  Fälle  als  die  2  weissen  Kugeln 
mit  den  3  schwarzen  solche  Kombinationen 
bilden  können;  d.  h.  es  sind  blos  3  günstige 
Fälle,  also  ist  die  Wahrscheinlichkeit  aus  ü^ 
zwei  weisse  und  eine  schwarze  Kugel  zu  ziehen: 

3 

10 

Wirft  man  nun  die  drei  gezogenen  Kugeln 
in  die  Urne  U^,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
aus  dieser  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen: 


also  ist  nach  Formel  5 


u\  = 


3^ 
10 


und  mithin  nach  Gleichung  (1) 


w  =  Wi-j-  W2  = 


Aufgabe  21.  In  einer  Urne  sind  a  weisse 
und  b  schwarze  Kugeln,  man  zieht  zweimal 
hintereinander  je  eine  Kugel  heraus,  wobei 
man  aber  immer  die  gezogene  Kugel  wieder 
in  die  Urne  zurücklegt.  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  man 

1.  beidesmal  weisse  Kugeln, 

2.  das  erstemal  eine  weisse,  das  zweitemal 
eine  schwarze, 

3.  das  erstemal  eine  schwarze,  das  zweite- 
mal eine  weisse  Kugel  und 

4.  beidesmal  schwarze  Kugeln  zieht? 


Auflösung.  Es  sei  w  die  Wahrscheinlich- 
keit bei  dem  ersten,  also  auch  bei  dem  zweiten 
Zug  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  w'  die  ent- 
gegengesetzte Wahrscheinlichkeit,  dann  ist 


a  +  b 


a  +  b 


Es    ergeben    sich    für    die    4   Fälle  nach 
Formel  4  folgende  Wahrscheinlichkeiten: 


Erkl.  21.  Die  beiden  Ziehungen  sind  von 
einander  unabhängige  Ereignisse.  Denn  die 
Anzahl  Kugeln  ist  beim  ersten  und  zweiten  Zug 
dieselbe,  da  man  die  gezogene  Kugel  wieder 
zurücklegt. 


W,  =  w.w  =  i^^-J 


W<>  =  w  .  w'  =: , r-r 

^  a  +  b     a  +  0 


'  a  +  b      a  +  b 


W, 


=.   W'  .W'   =   (      -r-,    i 
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Diese  vier  Fälle  sind  aber  die  einzigen,  die 
eintreten  können,  also  muss  einer  dieser  Fälle 
auch   eintreten,   dalier  muss  nach  Formel  2' 

1  =  TFi  +  W,  +  W,  +  W, 

sein,  was  in  der  That  richtig  ist,  da 

(    h    y  _  (a+ir  _  , 

Xa  +  hJ   ~  {a-\-hf~' 
ist. 


\^l-^ 


(a+by 


Aufgabe  22.  Aus  einer  Urne,  die  a  weisse 
und  b  schwarze  Kugeln  enthält,  werden  zwei 
Züge  gemacht,  aber  die  gezogenen  Kugeln 
werden  nicht  wieder  zurückgelegt.  Welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  man 
beidesmal  eine  weisse  Kusrel  zieht? 


Auflösung.  Die  Wahrscheinlichkeit  für 
das  Ziehen  einer  weissen  Kugel  aus  der 
Urne  ist 


Erkl.  22.  Die  beiden  Ereignisse,  der  erste 
und  zweite  Zug  sind  von  einander  abhängig, 
indem  die  zuerst  gezogene  Kugel  nicht  zurück- 
gelegt wird,  ist  die  Anzahl  Kugeln  für  den 
zweiten  Zug  eine  andere  als  für  den  ersten  Zug, 
daher  muss  die  Berechnung  der  Wahrschein- 
lichkeit nach  Frage  8  geschehen. 


a-\-  b 


Hat  man  nun  thatsächlich  eine  weisse  Kugel 
gezogen,  und  nur  in  diesem  Falle  kann  das 
zusammengesetzte  Ereignis,  in  beiden  Zügen 
weisse  Kugeln  zu  ziehen,  eintreten,  so  bleiben 
in  der  Urne  nun  a  —  1  weisse  Kugeln  und 
b  schwarze.  Die  Wahrscheinlichkeit  also,  im 
zweiten  Zuge  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  ist 


a  —  l^b 
Daher  wird  die  verlangte  Wahrscheinlich- 


keit nach  Formel  5: 


W  = 


a{a—l) 


{a  +  b)  {a  +  b-1) 


Aufgabe  23.  Aus  einer  Urne,  die  a  weisse 
und  b  schwarze  Kugeln  enthält,  werden  zwei 
Kugeln  gezogen.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  beide  Kugeln  weiss  sind? 


Auflösung.  Diese  Aufgabe  ist  identisch 
mit  der  Aufgabe  22.  Denn  das  gleichzeitige 
Ziehen  von  2  Kugeln  aus  der  Urne  kann  man 
sich  folgendermassen  vorstellen:  Man  zieht 
eine  Kugel  und  ohne  die  Hand  aus  der  Urne 
zu  geben,  zieht  man  dann  die  zweite  Kugel, 
während  man  die  erste  Kugel  in  der  Hand  behält. 

Man  kann  aber  auch  die  Aufgabe  direkt 
lösen,  indem  man  die  Anzahl  möglicher  und 
günstiger  Fälle  berechnet. 

Die  (a  +  b)  Kugeln  lassen  sich  nach  For- 
mel a  in 

a-rb\         {a^b)  {a-^-b  —  l) 


(-*)  = 


1.2 
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Paare  anordnen,  deren  jedes  aus  der  Urne 
gezogen  werden  kann.  Günstige  Fälle  sind 
nur  diejenigen,  in  denen  das  Paar  aus  zwei 
weissen  Kugeln  besteht.  Da  aber  blos  a  weisse 
Kugeln  vorhanden  sind,  so  gibt  es  nach 
Formel  a  nur 


12 ;  -       1  72 

Paare,  in  denen  zwei  weisse  Kugeln  auftreten. 
Also  ist  nach  Formel  1 

oder 

W~  ^  (^  -  ^) 

-  (a  +  ^)  {a  +  b-i) 
wie  oben. 


Aufgabe  24.    Eine  Urne  enthält  a  weisse, 
6  schwarze  Kugeln.   Es  werden  ft-Züge  hinter- 
einander ausgeführt,  dabei  aber  die  gezogenen        .    „,.  t^.     „^  ■>      ^    -  ^'  ^^   ■     /. 
Kugeln  nicht  wieder  zurückgelegt.     Welches       Auflösung.     Die    Wahrscheinlichkeit   für 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  in  den   ^^^  Ziehen  einer  weissen  Kugel  beim  ersten 
ft-Zügen  lauter  weisse  Kugeln  erscheinen?        ^"^  ^^^ 

a 
^*i  —  ^T  "X 

Da  die  Kugel  nicht  zurückgelegt  wird,  so 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen 
einer  weissen  Kugel  beim  zweiten  Zug 

0  —  1 


o  —  l  +  b 


Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer 
weissen  Kugel  beim  dritten  Zug  ist  also,  da 
nur  a  —  2  weisse  Kugeln  vorhanden  sind 

a  —  2 

''^  =  ^2  +  6 

u.  s.  w.  bis  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  im 
^ten  Zug  eine  weisse  Kugel  erscheint 

a  —  k+l 


sich  ergibt. 

Daher   wird   nach  Formel  5'   die   gesuchte 
Wahrscheinlichkeit 

W  ==  W'i  .  to,  .  ÜJ3  .  .  .  lOj^ 

lV-~  ^^  (^^  —  1)  («  —  2) {a—k+  1) 

—  (a+L){a^b-l)io-\-b  —  2)..ia+b-'k+l) 

Dividiert   man   Zähler   und  Nenner   durch 
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/c!  =  1.2.3 
Formel  a: 


k,  so  ergibt  sich  zufolge  der 

it) 


W=  -. 


AnmerkuDg  9.  Auch  in  dem  Falle  der  vorstehenden  Aufgabe  kann  man  sich  die  h 
aufeinander  folgenden  Züge  so  gemacht  denken,  dass  man  die  Hand  in  der  Urne  lässt  und 
jede  gezogene  Kugel  in  der  Hand  behält,  so  dass  der  Effekt  derselbe  ist,  als  ob  man 
fe-Kugeln  auf  einmal  gezogen  hätte.  In  der  That  ergibt  sich  auch  derselbe  Wert  von  W, 
wenn  man  die  Wahrscheinlichkeit  verlangt,  dass  unter  k  gezogenen  Kugeln  k  weisse  sind. 
Denn  die  Anordnung  der  (a  +  b)  Kugeln  in  Gruppen   zu  k   lässt  sich   nach  Formel  a)  auf 

\~j^')  Arten   leisten   und   die  der  a    weissen    auf  (^j.     Diese   letzteren   sind  die   allein 

günstigen,  daher  wurd 

it) 


W  = 


wde  oben  sich  ergeben. 


er) 


Aufgabe  25.  Eine  Urne  enthält  a  weisse, 
b  schwarze  Kugeln,  man  macht  n  =  k+l  Züge, 
legt  aber  die  gezogenen  Kugeln  nicht  zurück, 
welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
in  den  k  ersten  Zügen  weisse,  in  den  /,  letzten 
schwarze  Kugeln  erscheinen? 


Auflösung.  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  in  den  ersten  Ä-Zügen  weisse  Kugeln 
erscheinen,  ergibt  sich  nach  Aufgabe  24: 


w  = 


a(a  —  1) 


(a-  k-rl) 


(a  +  6)  (a  +  6  —  1)  . . .  {a -t  b  —  k  +  1) 


Sind  diese  k  weissen  Kugeln  herausgezogen, 
so  verbleiben  in  der  Urne  noch  (a-^b  —  k) 
Kugeln,  unter  denen  b  schwarze  sind.  Die 
Wahrscheinlichkeit  also  nun,  eine  schwarze 
Kugel  zu  ziehen,  ist  daher 


lü^  — 


a  -{-  b  —  h 


Ist  diese  schwarze  Kugel  gezogen,  so  bleiben 
nur  mehr  b  —  1  schwarze  und  a  —  k  weisse 
Kugeln  in  der  Urne,  also  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit wieder  eine  schwarze  zu  ziehen: 


CD,     = 


b  —  1 


u.  s.  w.  bis 


a-\-b—k—l 
b-l-^  1 


a-^b 


/+1 


die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist,  im  Z*®" 
Zuge  eine  schwarze  Kugel  zu  erfassen.  Also 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  von 
schwarzen  Kugeln  in  den  l  letzten  Zügen  nach 
Formel  5' 

h{h—\) {b—l-rl) 

^""(05+6  — fc)(a+6  — ^— l)...(a+6— A;— ^+1) 


40  Gelöste  Aufgaben. 

Die   gesuchte   Walirsclieinlichkeit   ist   also 
nach  Formel  5 : 

o(a  —  l)....(a  —  J^'+l)-b(b-l)....{b-~l+l) 

^^  ~  {a-^-b){a-\-b  —  l)...ia-\-b—k+l).(a+b  —  k){a-}'b-k—l)...(a'\-b--k  —  l+l) 

was  man  auch  in  der  Form   schreiben  kann: 


Anmerkung  10.  Will  man  auch  in  diesem  Falle  die  n  =  k  -\-  l  Züge  ersetzen  durch 
einen  Zug  von  n-Kugeln,  so  muss  man  Folgendes  beachten.  Die  Anzahl  möglicher  Fälle 
ist  die  Anzahl  Kombinationen  der  (d  +  b)  Kugel  zur  n*en  Klasse ,  d.  h.  nach  Formel  a  ist 

m  =  [    '^    j.     Ein  günstiger  Fall  im  Sinne  der  Aufgabe  wird  nur   dann  eintreten,   wenn 

man  zuerst  k  weisse  und  dann  l  schwarze  Kugeln  zieht.  Greift  man  aber  blos  aus  der 
Urne  k  weisse  und  /.  schwarze  Kugeln  auf  einmal  heraus,  so  weiss  man  nicht,  in  welcher 
Reihenfolge  die  Kugeln  gezogen  wurden.  Jede  Anordnung  der  k  weissen  und  l  schwarzen 
Kugeln  ist  gleich  zulässig,  aber  nur  eine,  in  der  zuerst  k  weisse  und  dann  l  schwarze  er- 
scheinen entspricht  der  Aufgabe.  Ist  also  P\'i  die  Anzahl  Permutationen  von  k  +  l 
Elementen,  von  denen  je  k  und  l  einander  gleich  sind,  und  Ä  die  Anzahl  der  Zusammen- 
stellungen  von  k  weissen  und  /.  schwarzer  Kugeln,   so  ist  die  Anzahl  günstiger  Fälle  für 

A 
unsere  Aufgabe  g  =  -p7 

^    k  +  l 

Was  nun  die  Anzahl  Ä  Zusammenstellungen  von  k  weissen  und  l  schwarzen  Kugeln 
anbelangt,   so  gibt  jede  der  {t)  Anordnungen  der  a  weissen  Kugeln  zu  fe,   mit  jeder  der 

( j )  Anordnung  der  b  schwarzen  Kugeln  zu  l  eine  Anordnung  der  verlangten  Art,  also  ist 


-m) 


Mithin  wird  nach  Formel  1 

W  = 


—    9    — 


©•(0 


Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  gefundenen  Werte,  so  ergibt  sich 
Formel  d : F.j^j  =  ^j^yj^^ 

wodurch  die  Anzahl  Permutationen  von  k  +  l  Elementen,  von  denen  je  k  und  l  unter  ein- 
ander gleich  sind,  bestimmt  wird. 


Aufgabe  26.  In  einer  Urne  hat  man 
a  weisse,  b  rote  und  c  schwarze  Kugeln.  Man 
macht  k+l-rn  Züge,  welches  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  in  den  k  ersten 
Zügen  lauter  weisse,  in  den  l  folgenden  Zügen 
lauter  rote  und  in  den  n  letzten  Zügen  lauter 

schwarze  Kugeln  erscheinen,  wobei  die  Kugehi       Auflösung.    Zufolge  der  Aufgabe  25  wird 
nicht  wieder  zurückgelegt  werden?  die   Wahrscheinlichkeit   dafür,    dass   in    den 
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k  + 1  ersten  Zügen  zuerst  k  weisse  und  dann 
/  rote  Kugeln  erscheinen 

a{a  —  l)...{a  —  k  +  l).b(b  —  l)  ...(b  —  Z  +  1) 

(öf  +  ^  +  c) . , .  (a  +  />  +  c  —  k^  1)  [a  +  b  -rc  —  Jc)~T(ä'+'b^{^^^^^--T+l) 

sein.  Nun  sind  in  der  Urne  a  —  h  weisse, 
h  —  Z  rote  und  c  schwarze  Kugeln.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit jetzt  eine  schwarze  Kugel  zu 
ziehen  ist  also 


a^b  +c — k  —  l 


Die   Wahrscheinlichkeit   im    nächsten   Zug 
wieder  eine  schwarze  zu  ziehen,  ist 


u.  s.  w.  bis 


-c  —  l-k  —  l 
c  —  n  +  1 


n+l—k—l 


Die  Wahrscheinlichkeit  für  den  n^^n  lug 
ist,  dass  in  diesem  eine  schwarze  Kugel  er- 
scheint. Die  Wahrscheinlichkeit  also,  dass  in 
den  n  letzten  Zügen  lauter  schwarze  Kugeln 
erscheinen,  ist  also 

c(c— 1) (e— w+1) 


{a  +  b  +  c—k—l{a  +  b+c  —  k  —  l—l)...{a+b  +  c—k—l  —  n-^l) 

und  mithin  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlich- 
keit: 

ry__  a  ia—l) (a— /c+l)  .  b  (ö— 1) (ö-Z+1)  .  c  (c-1) (c— n-f  l) 


(a-|-ft-hc)(a+64-c-l) . ..  (a-|-ö-|-c-fc+l)(a+ö-|-c-A;)(a+ö-|-c-A;-l)..  .(a+ö+c-ft-Z+l).  ia->^b^c-k-I){a-\-b-\^c-k-l-l).,{a-\-b-{-c-k-l-n-^l) 

was  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 


^' ""'(")  •(')•(«) 


t 


Anmerkung  11.  Will  man  auch  hier  statt  der  fe  +  Z  +  w  Züge  nur  einen  Zug  von 
fe  +  Z  +  n  Kugeln  machen,  so  müssen  dieselben  Überlegungen,  wie  in  der  Anmerkung  10, 
Platz  greifen.  Ist  A  die  Anzahl  Kombinationen,  welche  fe  weisse,  Z  rote  und  n  schwarze 
Kugeln  enthalten,  so  wird  bei  dem  Herausgreifen  einer  solchen  Kombination  es  unent- 
schieden sein,  in  welcher  Reihenfolge  die  verschiedenfarbigen  Kugeln  gezogen  wurden.  Ist 
also  P'j(.+i+n  ^^^  Anzahl  Permutationen  von  fe  +  Z  +  n  Elementen,  von  denen  je  fe,  Z,  n  ein- 
ander gleich  sind,  so  wird  von  den  P'^r.,  ;,  „  Möglichkeiten,  in  denen  die  Aufeinanderfolge 
der  verschiedenfarbigen  Kugeln  stattfinden  konnte,  nur  eine  der  in  der  Aufgabe  gestellten 
Bedingung  genügen.     Es  sind  also  blos 

A 

günstige  Fälle. 

Da  jede  der  i-A  Kombinationen  der  a  weissen  Kugeln  zu  k,  mit  jeder  der  (^iKom- 
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binationen   der  b  roten  zu  l  und  {tj  Kombinationen  der  c  weissen  zu  n  eine  Kombination 
von  k-}-l  +  n  Kugeln  der  verlangten  Art  gibt,  so  ist 

--(l)-(t)-Ö. 

Die  Anzahl  möglicber  Fälle  ist  oifenbar 

_  (a  +  b-\-c\ 
—  \k  +  l  -\-n) 


w 
Daher  ist  nach  Formel  1 : 


,,  a)-(0-(n) 


und  mithin  ergibt  sich  durch  Vergleichung  beider  Werte: 

p  i  A<  in.  {k-\-l  +  n)\ 

als  die  Anzahl  der  Permutationen  von  k  +  l  +  n  Elementen,   von  denen  je  fe,   l,  ?i  unter- 
einander gleich  sind. 

Durch  eine  ganz  analoge  Schlussweise  ergibt  sich  die  Anzahl  P';t+z+«. . .  + r  ^^^ 
Permutationen  von  h+l  +  n  ...  +r  Elementen,  von  denen  je  fe,  Z,  n  .  .  .  r  untereinander 
gleich  sind: 

Formel  d'' :       P',^.,+„+ . . ^,.  ==  -      ;^,  /,  ^TTTTT^f- 


Aufgabe  27.    Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit für  den  Vorhandspieler  im  Piquetspiel 

unter  seinen  12  Karten  die  4  Ass  zu  besitzen?       Auflösung.     Die  Anzahl   möglicher  Fälle 

ist  die  Zahl,   welche  angibt  wie  oft  man  die 

32  Karten  in  Gruppen  von  12,  12,  5,  3  teilen 

T.  ,  .    ^«    T^     X..      .    .  .      .n.,  ^^^r    .        kann.    Diese  Zahl  ist  aber  gleich  der  Anzahl 

Erkl.  23.  Das  Piquetspiel  enthalt  32  Karten,   permutationen  von  32  Elementen,  von  denen 
die   aus  4  Farben   bestehen.     Jede  Farbe   ent-    .     1010x0  «^«n^/i/,,.  «.i«4«v,  J;^a    a   \.   ^^ 
hält:    Ass,   König,   Dame,    Caval,    Bube    und  J^  12,  12,  5,  3  einander  gleich  sind,  d.  h.  es 
3  Skartins.    Jeder   der  beiden   Spieler    erhält   ist  also  nach  iormel  d   : 
12  Karten,  während  zwei  Päckchen,  eines  zu  5,  00 1 


eines  zu  3  Karten  auf  den  Tisch  als  Talon  „. 
legt  wird.   Der  Kartengebende  nimmt  dann  das  ^2'  12!  5!  3. 

Päckchen  von  3  Karten  auf,  der  andere  Spieler,  T^•  ü-n^  -^  ..r^^^^.n^  a^^  T7■/^vllov,,qc.l^ioU^ 
der  als  Vorhandspieler  bezeichnet  wird,  nimmt  ^^^  Falle,  in  welchen  der  Vorhandspieler 
das  Päckchen  von  5  Karten.  4  Ass  hat,  sind   dann   die,    in   welchen    die 

28  übrigen  Karten  so  verteilt  werden,  dass 
der  Vorhandspieler  blos  8  erhält,  während 
der  andere  12  hat  und  im  Talon  5  resp.  3 
liegen.    Daher  wird 

28! 


y  — 

8!  12! 

5! 

3! 

und  mithin 

ergibt 

sich 

w  = 

m 

9.10. 
■29.30. 
99 
7192 

,11 
31 

.12 
.32 

= 

0,01376 

15 
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Aufgabe  28.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit für  den  Kartengebenden,  dass  er  in 
seinem  Talon  ein  Ass  findet,  wenn  er  noch 
keines  hat? 


Auflösung.     Da    der    Spieler    12   Karten 
besitzt,  so  lassen  sich  die  20  übrigen  noch  in 


/20\  _  20 . 


20  .  19  .  18 


2  .  3 


1140 


Arten  zu  3  anordnen,  deren  jede  Anordnung 
ein  Talon  für  den  Kartengebenden  sei.  Um 
nun  die  Wahrscheinlichkeit  w  zu  berechnen, 
dass  im  Talon  ein  Ass  sich  vorfindet,  haben 
wir  die  günstige  Fälle  abzuzählen.  Diese 
sind,  dass  im  Talon  1,  2,  3  Ass  vorhanden 
sind.  Wir  berechnen  aber  einfacher  w'  die 
entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit,  dass  im 
Talon  kein  Ass  ist.  Nehmen  wir  nämlich  aus 
den  20  Karten  noch  die  4  Ass  weg,  so  bleiben 
16  Karten,  die  kein  Ass  enthalten  und  die 


/16\        16. 


16  .  15  .  14 
2  .  3 


560 


Anordnungen  zu  3  geben,  welche  Talons  dann 
kein  Ass  enthalten.     Daher  ist 


w' 
und  mithin 
w  =z  1  —  w' 


560 
1140 

_28 
~~  57 

580 
1140 

29 
~~57 

Aufgabe  29.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit für  den  Yorhandspieler  im  Talon 
2  Ass  zu  finden,  wenn  er  noch  kein  Ass  hat? 


Auflösung. 

lassen  sich 


Die  20  noch  übrigen  Karten 


(f)- 


mal 


zu  einem  Talon  von  5  Blättern  anordnen. 
Dies  ist  also  die  Anzahl  möglicher  Fälle. 
Günstige  Fälle  werden  sein 

1.  wenn   2   der  4  Ass  mit  3  der  übrigen 
16  Karten  oder 

2.  wenn  3  der  4  Ass  mit  2  der  16  übrigen 
Karten  oder  endlich,  wenn 

3.  die  4  Ass  und   eine  der  16  Karten  im 
Talon  liegen. 

1.  Die  Anzahl  der  Fälle  wo  2  Ass   mit  3 
übrigen  Karten  im  Talon  liegen  ist: 


©•Cs«) 


denn  jede  Kombination  der  4  Ass  zu  zweien 
mit  einer  Terne  aus  den  16  übrigen  Blättern 
gibt  einen  solchen  Fall. 
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2.  Die  Anzahl  der  Fälle,  dass  3  Ass  und 
2  der  übrigen  Karten  im  Talon  liegen,  ist: 


(^}-{f} 


3.  Die  AnzaU  der  Fälle,   dass  die  4  Ass 
mit  einer  der  16  Karten  den  Talon  bilden,  ist: 

Die  Anzalil  aller  günstigen  Fälle  ist  also: 

a)-C3Vö)-c.^)+(i)-eo 

=  3904 

Daher  ist 

3904 .2.3.4.5 


20  .  19  .  18  .  17  .  16 

244 
-  =  969  =  0.2513 


Aufgabe  30.     Eine   Urne    ü^    enthält  5 
weisse,  7  rote  und  9  schwarze  Kugeln,  welches 

ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass,  wenn  -rx-     *       1 1  t  i       r^  ^^ 

6  Kugeln   aus   dieser  Urne   gezogen  werden,   .    Auflösung.     Die  Anzahl   möglicher  Falle 
darunter   1  weisse,   2   rote   und  3  schwarze   ^^^  offenbar 
sich  befinden?  m  =  (^^\ 

Günstig  sind  die  Fälle,  in  welchen  1  der 
5  weissen  Kugeln  mit  2  der  7  roten  und  3 
der  9  schwarzen   zusammenkommt,  was  also 

günstige  Fälle  gibt.  Daher  ist  nach  Formel  1 

„_(;)■©  ® 

5.7.6.9.8.7.1.2.3.4.5.6 


21 .  20  .  19  .  18  .  17  .  16  . 1 . 2  . 1 .  2  .  3 


u,  =  Jl  =  0,1626 
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Aufgabe   31.     Eine   Urne    TJ^    enthält    5 
weisse,   7  rote  und  9   schwarze  Kugeln,   es       Auflösung.  Für  das  Ziehen  der  10  Kugeln 
werden  10  Kugeln  gezogen  und  in  eine  zweite   ergeben  sich 
Urne  TJ^  geworfen,  aus  der  man  dann  6  Kugeln  -  __  /21\ 

zieht,  welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  da-  ^  ~  \lo} 

für,  dass  unter  den  6  Kugeln  1  weisse,  2  rote  ,r..  •,.  ,  1    .. 
und  3  schwarze  sind.^  Möglichkeiten. 

Damit  ein  günstiger  Fall  für  das  Ziehen 
aus  ZTj  überhaupt  eintreten  kann,  müssen  sich 
unter  den  10  Kugeln  befinden  wenigstens 
1  weisse,  2  rote  und  3  schwarze.  Da  dies 
auf  15  verschiedene  Arten,  wie  die  nachfolgende 
Tabelle  lehrt,  geschehen  kann^  so  kann  das 
Ereignis  aus  U^  die  bestimmtfarbigen  6  Kugeln 
zu  ziehen  auf  15  verschiedene  Arten  eintreten. 
Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  ist  also  die 
Summe  der  15  Wahrscheinlichkeiten  für  die 
einzelnen  Fälle. 

Nehmen  wir  den  ersten  Fall  und  bezeichnen 
wir  die  Wahrscheinlichkeit  für  diesen  mit  w^. 
Derselbe  besteht  darin,  dass  aus  ?7^  gezogen 
werden  1  weisse,  2  rote  und  daher  7  schwarze 
Kugeln.  Hiefür  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
nach  Aufgabe  30  zu  bestimmen  und  sie  er- 
gibt sich  gleich 


1)  ■(])•(?) 


Wirft   man  nun   diese   10  Kugeln   in   die 
Urne  TJ^  und  zieht  6  heraus,  so  kann  dies  auf 


=  {'^ 


Fälle  geschehen,  unter  denen  aber  nach  Auf- 
gabe 30  nur 


-©•©•G) 


günstige  sind,  nämlich,  dass  1  weisse,  2  rote, 
3  schwarze  Kugeln  auftreten.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit, dann  aus  ü^  die  Kugeln  der 
verlangten  Art  zu  ziehen  ist  also 


(O-a)-G) 


'   Daher  ist  nach  Formel  5 

.^(MMa.OHIH?) 

m  q 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  nun  die  15 
möglichen  Fälle  angegeben.  In  derselben  Zeile 
steht  die  Anzahl  Kombinationen  der  Kugeln 
von  U^  in  der  verlangten  Weise  zu  10  in  der 
Kolumne,  die  mit  g  überschrieben  ist,  sodann 
befinden  sich  in  der  mit  y  überschriebenen 
Spalte    die    Anzahl   Kombinationen,    welche 
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die  10  Kugeln  in  CZg  geben,  so  dass  1  weisse, 
2  rote  und  3  schwarze  auftreten.  Die  letzte 
Kolumne  enthält  die  Produkte  g .  y. 


rote 


schwarze 


Kugeln 


9-^ 


1 

1)  j 

2)     1 

3) 

4) 

5) 

6) 

2 

7) 

2 

8) 

2 

9) 

2 

10) 

3 

11) 

3 

12) 

3 

13) 

4 

14) 

* 

15) 

1 

!     5 

:(I)-C2) 

Ki)-a) 
!©■© 


(?)ia) 
§1(1) 
©  I  ü) 

a)  :  (i) 

§  I  (1) 

(S)  \  (?) 
(?)  I  (D 
(^)!(D 

(l)Ki) 
•(^)l(?) 

•a)i(ü 
•(^)i(t) 

•(^):(0 


(^)-(D 
■{t}4) 

■(S)4) 

§-(^) 

•(^)-(^3) 

■{^■(1) 

■(l)-(S) 
•(i)-(^) 
•(i)-(t) 
•(t)-(ö 
•(l)-(t) 
■(l)-(^) 
•(l)-(ö 


Die  Summe  ist 


21 .  20  .  815 
21 .  20  .  2100 
21 .  20  .  3150 
21 .  20  .  1260 
21 .  20  .  105 
21 .  20  .  1680 
21 .  20  .  6300 
21 .  20  .  5040 
21 .  20  .  120 
21 .  20  .  1890 
21 .  20  .  3780 
21 .  20  .  1260 
21 .  20  .  504 
21 .  20  .  420 
21 .  20  .  105 


21 .  20 .  28029 


und  daher  ist 


21 .  20  .  28029 
m.  q 
28029 


IV 


3.19.17.14.13 
9343 


58786 


=  0,1589 
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Aufgabe  32.  Zwei  Personen  Ä  und  B 
spielen  miteinander.  Beide  haben  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  einen  Stich  zu  gewinnen. 
A  hat  nur  noch  einen  Stich  zu  machen,  um 
zu  gewinnen,  B  braucht  deren  zwei.  Welches 
sind  die  Wahrscheinlichkeiten  für  Ä  resp.  B, 
das  Spiel  zu  gewinnen? 


Auflösung.  Da  beide  Spieler  gleiche  Wahr- 
scheinlichkeit haben,  den  nächsten  Stich  zu 
gewinnen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  jedes 
derselben  den  Stich  zu  gewinnen 


die  dann  auch  gleich  ist  der  Wahrscheinlich- 
keit für  jeden  der  Spieler,  den  Stich  nicht  zu 
gewinnen. 

Nun  können  2  Fälle  eintreten,  in  denen  A 
gewinnt: 

1.  A  gewinnt  den  ersten  Stich  oder 

2.  A  verliert  den  ersten  Stich,  gewinnt  aber 
den  zweiten. 

Die  Wahrscheinlichkeit  für  den  ersten  Fall  ist 


Die  Wahrscheinlichkeit  für  den  zweiten  Fall 
ist  zusammengesetzt  aus  der  Wahrscheinlich- 
keit,  dass  A   den   ersten  Stich  verliert,   die 

=  -^   ist    und    aus    der   "Wahrscheinlichkeit, 

dass  A  den  zweiten  Stich  gewinnt,   die  auch 

=  _ .    Daher  ist  die  Wahrscheinlichkeit  nach 

Formel  5 

1     1 
^^^  =  2  •  2 

und  mithin  nach  Formel  3  die  gesuchte  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  A  gewinnt 

1  _  3 

2  ~~  4 


1  ^   1 

^^  =^  2  +  2 


Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  B  das  Spiel 
gewinnt,  ist  zusammengesetzt  aus  der  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  A  den  ersten  Stich  ver- 
liert und  B  den  zweiten  Stich  gewinnt,  so  dass 


1  1 

2  '  2 


ist. 

Da   jedenfalls   eins  eintreten    muss,    dass 
nämlich  A  oder  B  gewinnt,  so  muss 

w  +  w'  =  1 

sein,  was  auch  stattfindet. 
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Aufgabe  33.    Eine  ünie  enthält  2  weisse 
und  3  schwarze  Kugeln,  welches  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit W,  aus  derselben  in  vier  auf- 
einanderfolgenden   Zügen    1    weisse    und    3       Auflösung.     Die    Wahrscheinlichkeit   bei 
schwarze  Kugeln   zu  ziehen?     Die   gezogene   einem  Zuge  aus  der  Urne,  eine  weisse  Kugel 
Kugel  wird  wieder  in  die  Urne  zurückgelegt,   zu  ziehen,  ist 

2 

Die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit, 
also  die  Wahrscheinlichkeit,  eine  schwarze 
Kugel  zu  ziehen,  ist 


Das  zusammengesetzte  Ereignis  in  4  Zügen 
1  weisse  und  3  schwarze  Kugeln  zu  ziehen, 
kann  auf  folgende  6  Arten  eintreten: 

1)  Im  Iten  Zug  erscheint  eine  weisse  Kugel, 
in  den  3  folgenden  erscheinen  3  schwarze 
Kugeln.  Die  Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist 
nach  Formel  4: 


W.W',  iv 


'^  /SV 


2)  Im  Iten  Zug  erscheint  eine  schwarze  Kugel, 
im  2ten  Zug  eine  weisse  und  dann  erscheinen 
2  schwarze.  Die  Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist: 


,      ,         3     2     3      3        2 

5      5      5      0         5 


(I)' 


3)  Im  1  ten  u.  2tenZuge  erscheint  eine  schwarze, 
im  3ten  eine  weisse  und  im  letzten  wieder  eine 
schwarze.    Die  Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist: 


,      ,  ,         3     3     2     3        2  /3\3 

5      5      5      5 


m 


4.  Im  Iten,  2ten  und  3ten  Zuge  erscheinen 
schwarze  Kugeln  und  im  letzten  Zuge  erscheint 
die  weisse  Kugel.  Die  Wahrscheinlichkeit 
hiefür  ist: 

—  (-V  ^- 
■"  \5/    5" 


U>'  .  lU'  .  lü' 


Da  irgend  eines  dieser  vier  Ereignisse  ein- 
treten kann,  so  ist  die  gesuchte  Wahrschein- 
lichkeit nach  Formel  3,  die  Summe  der  vier 
Wahrscheinlichkeiten,  d.  h.  es  ist: 

»^  =  *  •  I  ■  (I)'  =  O'»*^« 

Anmerkung  12.     Dieses  Beispiel  gehört  schon   zu  den  Aufgaben   über  wiederholte 
Versuche,  die  im  II.  Teil  eingehender  behandelt  werden. 
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D.  Über  die  relative  Wahrscheinlichkeit. 

(Vergleiche  liiezii  die  Anmerkung  2 ) 

Frage  10.  Wie  berechnet  man  die 
relative  Wahrscheinlichkeit  eines  Er- 
eignisses? Antwort.     Hat  man  h  Ereignisse  E^^ 

E2 . .  . .  E^ ,    denen    die    Wahrscheinlich- 
keiten w^,  W2 Wj^  zukommen,  so  be- 

♦  rechnet  man  die  relative  Wahrschein- 

lichkeit des  Ereignisses  E-^  durch  die 


Formel  6: 


tv. 


'^1  +  ^«^2  + +  ^^A 


Frage  11.     Was  versteht  man  unter 

dem  wahrscheinlichsten  Ereignis 

mehrerer  Ereignisse?  Antwort.  Das  wahrscheinlichste  Er- 
eignis unter  den  Ereignissen  E-^^E^ E^ 

heisst  dasjenige,  dessen  relative  Wahr- 
scheinlichkeit die  grösste  ist.  Da  alle 
relativen  Wahrscheinlichkeiten  denselben 
Nenner  haben,  so  heisst  dasjenige  Er- 
eignis auch  das  wahrscheinlichste,  dessen 
absolute  Wahrscheinlichkeit  die  tjrösste  ist. 


Gelöste  Aufgaben. 

(Yergl.  Formel  6.) 


Aufgabe  34.  Es  sind  fe-Urnen  C/^,  U..., 
[/^. ...  £7^  aufgestellt,  in  denen  allen  je  m 
Kugeln   vorhanden  sind,   unter  welchen  sich 

resp.  a„  a^  .  .  .  a^  .  .  .  a^  weisse  Kugeln  be-  Auflösung.  Da  die  Urne  £7,  «,  weisse 
finden.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  man  aus  Kugeln  enthält  und  m — «^  andere,  so  ist 
der  Urne  TJ^,  U^  ...  U.  .  .  .  £7^.  einen  Zug  die  absolute  Wahrscheinlichkeit,  wenn  aus  der 
macht,  ist  p^,  p^  .  .  .  p^  .  .  .  p^.,  welches  ist  Urne  U^  gezogen  wird,  aus  ihr  eine  weisse 
die  relative  Wahrscheinlichkeit,  eine  weisse  ^"^^^  ^^  ^^^^^^^ 
Kugel  aus  der  Urne   U  zu  ziehen?  ^' 


VI 


Nun  ist  aber  die  Wahrscheinlichkeit  in  die 
Urne  U^  zu  greifen,  p^  also  ist  die  absolute 
Wahrscheinlichkeit  des  zusammengesetzten  Er- 
eignisses in  die  Urne  l\  zu  greifen  und  daraus 
eine  weisse  Kugel  zu  ziehen 


^i  =  Pt  -z. 


B  o  b  e  k ,   Lehrbuch  der  "Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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Analog  findet  man  die  absoluten  Wahr- 
scbeinlicbkeiten  für  die  Züge  von  weissen 
Kugeln  aus  den  Urnen  U^  . . .  ü. . . .  TJj.  gleich 

a, 
y^z  =  Pz   ~ 


"^i  =  Pi  — 


^i  =  Pk  - — 

Daher   ist   die   relative  Wahrscheinlichkeit 
für  den  Zug  einer  weissen  Kugel  aus  der  Urne  ü^ : 

Pi  ^i 

W  = — 

'      Pia^  +  Pzaz  +  "+Pi,aj. 

wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  m  multi- 
pliziert. 


Aufgabe  35.  In  einer  Urne  sind  2  weisse 
und  3  schwarze  Kugeln,  man  macht  5  Züge 
hintereinander,    wobei   nach   jedem   Zug   die 

Kugel  wieder  zurückgelegt  wird.   Welches  ist       Auflösung.     Die    Wahrscheinlichkeit   für 
die  wahrscheinlichste  Anzahl  von  weissen  und  *=*  2 

schwarzen  Kugeln,  die  in  5  Zügen  zum  Vor-   das  Ziehen  einer  weissen  Kugel  ist  -^,  die  für 
schein  kommen?  3 

das  Ziehen  einer  schwarzen  ist  ^.  Diese  Wahr- 
scheinlichkeiten bleiben  bei  jedem  der  5  Züge 
dieselben.  Nun  können  folgende  Fälle  ein- 
treten : 

1.  In  allen  5  Zügen  erscheinen  weisse  Kugeln. 
Die  Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist  nach  Auf- 
gabe 33,  die  auch  für  alle  folgende  Fälle 
massgebend  ist: 

/2Y        32 


w. 


2.    Es   werden   4  weisse   und   1   schwarze 
Kugel  gezogen.     Die  Wahrscheinlichkeit  ist: 


•(fy-f= 


240 

5^" 


3.  Es  werden  3  weisse  und  2  schwarze 
Kugeln  gezogen.    Die  Wahrscheinlichkeit  ist: 

4.  Es  werden  2  weisse  und  3  schwarze 
Kugeln  gezogen.  Die  Wahrscheinlichkeit  hie- 
für ist: 

,^    /2V    /3\3        1080 


Ungelöste  Aufgaben. 


51 


5.  Es  werden  1  weisse  und  4  schwarze 
Kugeln  gezogen.  Die  Wahrscheinlichkeit  hie- 
für ist: 

.     2     /3V       810 


6)  Es  werden  lauter   schwarze  Kugeln  ge- 
zogen.    Die  Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist 


/dy      2 


243 

5^" 


Man  erkennt  nun,  dass  der  Fall  4,  in  welchem 
2  weisse  und  3  schwarze  Kugeln  erscheinen, 
der  wahrscheinlichste  ist,  indem  ihm  die  grösste 
alsolute,  also  auch  relative  Wahrscheinlichkeit 
zukommt. 

Anmerkung  13.  Es  ist  nicht  Zufall  in  diesem  Beispiel,  dass  der  Fall  der  wahr- 
scheinlichste ist,  in  dem  die  gezogenen  Kugeln  ihrer  Farbe  nach  dasselbe  Verhältnis  (2 
und  3)  zeigen,  in  welchem  sie  auch  in  der  Urne  vorhanden  sind.  Wir  werden  später  sehen, 
dass  dieses  ein  allgemeines  sehr  wichtiges  Gesetz  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ist. 


Ungelöste  Aufgaben. 

(zu  den  Abschnitten  B,  C,  D  des  I.  Teiles). 


Aufgabe  36.  Welches  ist  die  Wahrschein-       Andeutung. 
lichkeit  aas  einem  Spiele  von  32  Karten  eine  Aufgabe  1. 
Figur  zu  ziehen? 


Vergleiche  die  Erklärung  3  und 


Aufgabe  37.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, aus  einer  Urne,  die  50  weisse  und 
80  schwarze  Kugeln  enthält,  eine  weisse  Kugel 
zu  ziehen? 


Andeutung.  Es  ist  die  Formel  1  anzuwenden. 


Aufgabe  38.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, aus  einer  Urne,  die  20  weisse,  30 
rote,  40  grüne  und  50  schwarze  Kugeln  ent- 
hält 

1.  eine  weisse  Kugel, 

2.  eine  rote  Kugel, 

3.  eine  grüne  Kugel, 

4.  eine  schwarze  Kugel 

zu  ziehen? 


Aufgabe  39.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, aus  einem  Tarokspiel  von  54  Karten 

1.  einen  König, 

2.  einen  Tarok 

zu  ziehen? 


Andeutung.    Vergleiche  die  Erklärung  9. 
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Ungelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  40.   Welches  ist  die  Wahrscliein-       Andeutung. 
lichkeit,  mit  2  Würfeln  die  Summe  9  zu  werfen?   gäbe  6. 


Die  Lösung  ist  analog  der  Auf- 


Aufgabe 41.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, mit  2  Würfeln  die  Summe  6  zu  werfen  ? 


Aufgabe  42.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, mit  3  Würfeln  die  Summe  5  zu  werfen? 


Andeutung.  Mit  3  Würfeln  kann  man  über- 
haupt 6^  =  216  verschiedene  Würfe  machen 
und  es  ist  abzuzählen,  wie  viele  darunter  sind, 
die  die  Summe  5  ergeben.  Man  hat  also  zu 
setzen: 

5  =  l-M  +  3  =  l-f2  +  2 
=  1  +  3+1  =  2  +  1  +  2 
=  2  +  2  +  1  ==3  +  1  +  1 

und  erhält  6  günstige  Fälle. 


Aufgabe  43.   Welches  ist  die  Wahrschein- 
ichkeit,  mit  3  Würfeln  die  Summe  8  zu  werfen  ? 


Aufgabe  44.   Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, mit  3  Würfeln  die  Summe  7  zu  w^erfen? 


Aufgabe  45.  Welches  ist  die  Wahrschein-  Andeutung.  Man  vergleiche  hiezu  die  Lösung 
lichkeit,  mit  3  Würfeln  die  Summe  14  zu  der  Aufgabe  10,  so  erkennt  mau,  dass  die  Auf- 
werfen? gaben  44  und  45  dieselbe  Wahrscheinlichkeit 

ergeben  müssen. 


Aufgabe  46.  Schreibe  die  Kombinationen 
2.,  3.,  4.,  5.  Klasse  der  5  Elemente  ahcde 
hin? 


Andeutung.  Vergleiche  hiezu  die  Erklärung  7. 


Aufgabe  47,  In  einer  Urne  sind  8  weisse 
und  12  schwarze  Kugeln,  w^elches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  man  zwei 
weisse  Kugeln  auf  einmal  herauszieht? 


Andeutung.    Vergleiche  Aufgabe  22. 


Aufgabe  48.  Jemand  kauft  aufs  Gerad- 
wohl einen  Parterresitz  im  Theater.  Das 
Parterre  enthält  20  Reihen  und  jede  Reihe 
hat  40  Sitze  rechts,  40  Sitze  links.  In  der 
Mitte  ist  kein  Durchgang.  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Käufer  einen 
Ecksitz  erhalten  hat? 


Andeutung.    Vergleiche  Formel  1. 


Aufgabe  49.  Eine  Gesellschaft  von  40  Per-       Andeutung.     Vergleiche   die   Aufgabe 
sonen    kauft  die   40  Plätze  einer  Reihe   d(3S  Erklärung  8. 
Parterres    im    Theater.     Dieselbe   setzt   sich 
irgendwie   auf   die   Plätze,    welches    ist    die 
Wahrscheinlichkeit  für  eine  bestimmte  Person 
den  Ecksitz  einzunehmen? 


und- 


ünffelöste  Aufgaben 
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Aufgabe  50.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, aus  den  90  Nummern  der  Lotterie 
zwei  herauszuziehen,  deren  Summe  unter  91 
ist? 


Andeutung.  Die  Aufgabe  ist  analog  zu  lösen, 
wie  die  Aufgabe  10.  Man  braucht  nur  die 
Nummern  1 ,  2  ....  45  sich  mit  den  Nummern 
90,  89  ...  .  46  zu  Paaren  verbunden  denken,  so 
dass  die  Summe  eines  Paares  91  ist.  Zieht  man 
eine  Nummer  jedes  Paares,  so  ist  die  Summe 
der  4  Nummern  182,  sind  also  die  gezogenen 
Nummern  mit  der  Summe  unter  91,  so  sind 
die  zwei  anderen  über  91.  Nimmt  man  also 
45  Kombinationen  weg,  die  gerade  91  ausmachen, 
so  ist  die  Anzahl  Kombinationen  '/,  welche  noch 
eine  Summe  unter  91  geben,  gleich  der,  welche 
eine  Summe  über  91  geben.    Es  ist  also 


.C  — 45 


2.'/ 


woraus  sich  g  bestimmt.  Wegen  90^2  vergleiche 
die  Erklärung  7. 

Man  kann   die  Aufgabe  auch  analog  wie  die 
Aufgabe  14  lösen. 


Aufgabe  51.  Eine  Lotterie  enthält  k  Num- 
mern, in  jeder  Ziehung  werden  m  davon  ge- 
zogen, wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  n  bestimmte  Nummern  herauskommen? 


Andeutung.    Vergleiche  Aufgabe  7. 


Aufgabe  52.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, für  den  Aufnehmer  im  Tarokspiel  eine 
Karte  von  der  Troule  im  Talon  zu  kaufen, 
wenn  er  noch  nichts  von  der  Troule  besitzt? 


Andeutung.  Vergl.  Aufgabe  12  und  Erkl.  9. 


Aufgabe  53.  Man  schreibt  irgend  eine  Andeutung.  Da  die  Zahl  eine  von  den  Zahlen 
zweizifferige  Zahl  hin,  welches  ist  die  AVahr-  10  bis  99  sein  muss ,  so  ist  es  leicht ,  die  un- 
scheinlichkeit,  dass  dieselbe  ungerade  ist?        geraden  und  geraden  Zahlen  abzuzcählen. 


Aufgabe  54.  Man  schreibt  eine  zweizifferige 
Zahl  hin,  welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  diese  Zahl  eine  Primzahl  ist? 


Aufgabe  55.    Auf  ein  Schachbrett,  dessen       Andeutung.  Die  Lösung  geschieht  analog  wie 
Quadrate   die  Länge   von  2  cm   haben,   wird    die  Lösung  der  Aufgabe  15. 
eine  Münze  von  dem  Durchmesser  1  cm  ge- 
worfen.   Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  die  Münze  ganz  auf  ein  Feld  zu 
liegen  kommt? 


Aufgabe  56.     In   den  Urnen   U^   und   U^  Andeutung.  Die  Lösung  geschieht  wie  in  Auf- 
befinden sich  g^  resp.  g^  weisse  und  s^  resp.  s^  gäbe  19. 

schwarze    Kugeln.     Welches    ist    die    Wahr-  Die  Summe  der  vier  Wahrscheinlickeiten  muss 

scheinlichkeit  für  das  Ziehen:  ^  geben. 

1.  je  einer  weissen  Kugel  aus  beiden  Urnen, 

2.  einer  weissen  aus  der  ersten  und  einer 
schwarzen  aus  der  zweiten, 

3.  einer  schwarzen  aus  der  ersten  und  einer 
weissen  aus  der  zweiten  Urne, 

4.  je   einer  schwarzen  aus  beiden  Urnen? 
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Aufgabe  57.    Eine  Urne  enthält  5  weisse       Andeutung.  Die  Lösung  geschieht  wie  in  Auf- 
und  7  schwarze  Kugeln,  man  zieht  4  Kugeln  gäbe  20. 
und  wirft  sie  in  eine  zweite  Urne,  welches  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  man  aus  dieser 
eine  weisse  Kugel  zieht? 

Aufgabe  58.   Aus  einer  Urne,  die  5  weisse,       Andeutung.    Die  Lösung  ist  nach  Aufgabe  24 
7  schwarze  und  9  rote  Kugeln  enthält,  werden   zu  vollführen. 
4  Kugeln  gezogen,   welches   ist   die   Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  die  4  Kugeln  weiss 
sind?  

Aufgabe  59.   Welches  ist  die  Wahrschein-       Andeutung.    Vergleiche  Aufgabe  26  und  An- 
lichkeit,   dass   unter   den  4  Kugeln  der  Auf-   merkung  11. 
gäbe  58  drei  weisse  sind? 


Aufgabe  60.   Welches  ist  die  Wahrschein-       Andeutung. 
lichkeit,  für  den  Vorhandspieler  im  Piquet  in   klärung  23. 
seinem  Talon  von  5  Blättern  ein  Ass  zu  finden, 
wenn  er  noch  keines  besitzt? 


Vergleiche  Aufgabe  28  und  Er- 


Aufgabe 61.  Welches  ist  die  Wahrschein-  Andeutung.  Vergleiche  die  Aufgabe  28  und 
lichkeit  für  den  Kartengebenden  in  seinem  Erklärung  23,  sowie  Aufgabe  27,  wobei  zu  be- 
Talon 1  Ass  zu  kaufen,  wenn  er  schon  1  Ass  achten  ist,  dass  in  den  20  Karten,  die  der 
besitzt?  Kartengebende  nicht  hat,  nur  mehr  3  Ass  vor- 

handen sind. 


Aufgabe  62.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, für  den  Vorhandspieler  im  Talon  ein 
Ass  zu  kaufen,  wenn  er  bereits  2  hat? 


Aufgabe  63.  Welches  ist  die  Wahrschiein- 
lichkeit,  für  den  Kartengebenden  im  Piquet- 
spiele  2  Ass  zu  kaufen,  wenn  er  bereits  1  Ass 
hat? 


Aufgabe  64.  Eine  Urne  enthält  7  weisse, 
9  rote,  11  grüne  und  13  schwarze  Kugeln, 
welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass, 
wenn  10  Kugeln  gezogen  werden  unter  diesen 
2  weisse,  3  rote,  4  grüne  und  1  schwarze 
Kugel  ist? 


Andeutung. 

ibe  31. 


Vergleiche  die  Lösung  der  Auf- 


Aufgabe 65.     Welche   Wahrscheinlichkeit       Andeutung.    Man  hat  folgende   10  Fälle  zu 
hatder  Vorhandspieler  im  Piquetspiel,  in  seinem    unterscheiden:  Im  Talon  können  liegen: 
Talon  von  5  Blättern  1  Ass  und  1  König  zu 
finden,  wenn  er  weder  Ass  noch  König  hat? 


1)  1  Ass,  1  König  und  3  ; 

andere  der  12  Karten 

2)  1      „2  Könige  .,     2 

?5 

?5          ??                 « 

3)  1      „     3        „       „1 

V 

55      ji           n 

4)  1      „4         „        „     0 

J1 

V      V           n 

5)  2      „     1  König     „     2 

V 

51          51                 5T 

6)  2      .,2  Könige   „     1 

55          55                 5T 

7;  2      „     3        „       „0 

ll 

55          55                  5r 

8)  3     „1  König     „     1 

V 

55          55                  5» 

9)  3      „2  Könige   .,     0 

J7 

55          55                 5? 

LO)  4      .,     1  König     .,     0 

V 

55          55                 55 

für  jeden  dieser  Fälle  ergibt  sich  die  Anzahl 
Möglichkeiten  leicht  nach  Aufgabe  29  und  ihre 


Ungelöste  Aufgaben. 
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Summe   ist   die  Anzahl   günstiger  Fälle, 
beachte,  dass  die  Fälle 

2  und 

3  und 


Man 


o 
8 
4  und  10 


7  und  { 
gleiche  Anzahlen  ergeben. 


Warum  ? 


Aufgabe  66.  A  und  B  spielen  miteinander. 
Jeder  hat  gleicheWahrscheinlichkeit,  einen  Stich 
zu  machen.   A  braucht  noch  2  Stiche,  um  zu 


Andeutung.  Das  Spiel  ist  höchstens  in  4  Par- 
3n   zu   Ende.    Hiebei   gewinnt  A   das   Spiel, 


tien 
wenn  er 


gewinnen,  B  braucht  deren  3. 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A 
dass  B  das  Spiel  gewinnt? 


Welches  ist 
und  welches, 


1)  die  1.  und  2.  Partie  gewinnt, 

2)  „  1.  ,  3.       , 

3)  „  1.  „  4.       .,              ,, 

4)  „  2.  „  3.       „ 

5)  „  2.  „  4.       , 

6)  .  3.  „  4.       , 


während  er  die  2  übrigen  verliert.  Die  Be- 
rechnung der  Wahrscheinlichkeiten  für  diese 
6  Fälle  geschieht  wie  bei  der  Aufgabe  32.  Wird 
auch  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Gewinnen 
des  B  so  berechnet,  so  müssen  beide  Wahr- 
scheinlichkeiten zur  Summe  1  geben. 


Aufgabe  67.  Eine  Urne  enthält  3  weisse, 
5  schwarze  Kugeln.  Es  werden  5  Züge  hinter- 
einander gemacht,  wobei  die  gezogene  Kugel 
jedesmal  zurückgelegt  wird.  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass 

1.  lauter  weisse  Kugeln  gezogen  werden, 

2.  dass  1  weisse,  4  schwarze, 

3.  >5     2       ,,        3  ,, 

4.  „     3       „       2 

5.  ,.4       „       1         „        und 

6.  dass   lauter   schwarze   Kugeln    gezogen 
werden  ? 


Andeutung.  Die  Lösung  geschieht  für  jeden 
der  6  Fälle  auf  analoge  Art,  wie  bei  der  Auf- 
gabe 33. 

Da  einer  der  6  Fälle  eintreten  muss, 
die  Summe  der 
keiten  1  geben. 

Vergleiche    hiezu 
II.  Teils. 


so  muss 
gefundenen  Wahrscheinlich- 

auch    die    Aufgaben    des 


Aufgabe  68.  Welche  Summe  hat  die  grösste       Andeutung.  Man  hat  die  Wahrscheinlichkeiten 
Wahrscheinlichkeit,  mit  2  Würfeln   geworfen   zu  bestimmen  für  das  AVerfen  der  Summen: 
zu  werden?  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12. 

Vergl.  die  Aufgabe  6. 


Aufgabe  68  a.  Man  wirft  mit  3  Würfeln, 
welches  ist  die  Summe,  die  die  grösste  Wahr- 
scheinlichkeit aufgeworfen  zu  werden  besitzt? 


Andeutung.    Vergleiche  Aufgabe  42. 


Aufgabe  69.    Eine  Urne  enthält  3  weisse,  Andeutung.  Man  hat  die  Wahrscheinlichkeiten 

2  schwarze  Kugeln.    Man  zieht  zweimal  hinter-  z^i  bestimmen,  dass  in  den  5  Zügen  0,  1,  2  weisse 

einander,    wobei  jedesmal  die  Kugel  zurück-  Kugeln  erscheinen  und  dann  nach  Formel  6  zu 

gelegt  wird.   Welche  Kombination  von  weissen  ^'erfahren.    Vergleiche  die  Aufgabe  35. 
und  schwarzen  Kugeln,   die   in  den  2  Zügen 
zum  Vorschein  kommen  können,  ist  die  wahr- 
scheinlichste? 

Aufgabe  70.   Eine  Urne  enthält  20  weisse  Andeutung.    Man  hat   nach  Aufgabe  25   die 

und  30  schwarze  Kugeln.   Es  werden  5  Kugeln  Wahrscheinlichkeiten  7?  zu  bestimmen,  dass  unter 

auf    einmal    herausgezogen.     Welche    Kom-  ^^^^  ^  Kugeln  0,  1,  2,  3,  4,  5  weisse  sind  und 

bination   von  weissen  und  schwarzen  Kugeln  ^^^^   ^^^^  Formel  6  den  grössten  Wert  von  p 

ist  die  wahrscheinlichste?  auszusuchen. 


56  Über  die  Wahrscheinlichkeit  bei  wiederholten  Versuchen. 


II.  Teil. 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  bei  wiederholten  Versuchen, 

Das  Bernoullische  Theorem. 

Die  mathematische  Erwartung,  Wetten,  Versicherungen. 


■  •  

A.  über  Wahrscheinlichkeit  hei  wiederholten  Versuchen. 

Frage  12.     Wie    bestimmt    man    die 

-Wahrscheinlichkeit    für    das   wiederholte 

Eintreffen  eines  Ereignisses  in  bestimmter 

Reihenfolge  bei  wiederholten  Versuchen,       Antwort.     Sind  2h  ^  Ih  -  -  -  Ih  ■  -  •  P,n 

in  denen  das  Ereignis  eintreten  kann?  die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Ein- 
treffen des  Ereignisses  in  dem  1*^^,  2*^^ 
3*^^  .  .  .  m*^^  Versuch  und  q^,  ^'21  ^/s  •  •  •  ^m 
die  entgegengesetzten  Wahrscheinlich- 
keiten und  ist  die  Reihenfolge  der  Ver- 
suche gegeben,  in  denen  das  Ereignis 
eintreten  soll,  so  ist  die  gesuchte  Wahr- 
scheinlichkeit gleich  dem  Produkte  der 
p.  für  die  Versuche,  in  denen  das  Er- 
eignis eintreten  soll,  multipliciert  mit  dem 
Produkte  der  q^.,  in  denen  das  Ereignis 
nicht  eintreten  soll.  Soll  z.  B.  die  Wahr- 
scheinlichkeit berechnet  werden,  dafür, 
dass  das  Ereignis  im  1*^",  3*^",  5*^"  u.  s.  w. 
jeden  ungeraden  Versuch  eintritt,  also 
bei  dem  2*"^  4*«^  6^"^  .  .  .  nicht  eintritt, 
so  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 

=  Pi  Ps  P5  •  •  •  ^2  ^4  ^6  •  •  • 

Der   Beweis  hiefür  ist    einfach    durch 
die  Formel  4  gegeben. 

Anmerkung  14.  Sind  die  Walirscheinliöhkeiten  p.  alle  einander  gleich,  d.  h.  ist 
die  WahrscheinUchkeifc  für  das  Eintreffen  des  Ereignisses  in  jedem  Versuche  dieselbe,  wo 
dann  auch  die  q^  einander  gleich  sein  müssen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
das  Ereignis  bei  m  Versuchen  m  —  /c-mal  in  bestimmter  Eeihenfolge  erscheint;  also  Ä;-mal 
nicht  erscheint: 

Formel  7    .  .  ,  tv  =  p'^~^q^ 
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Frage  13.  Wie  berechnet  man  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  öftere  Ein- 
treffen eines  Ereignisses,  dessen  Wahr-  Antwort.  Ist  p  die  konstante  Wahr- 
scheinhchkeit  JDei  den  wiederholten  Ver-  gcheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des  Er- 
suchen dieselbe  bleibt,  wenn  keine  eignisses,  q  die  entgegengesetzte  Wahr- 
Rucksicht  daraufgenommen  wird,  sdieinlichkeit,  so  ist  die  Wahrscheinlich- 
in    welcher    Reihenfolge    das    Er-  j^^j^  tv  dafür,  dass  bei  m  Versuchen  das 


eignis  bei  den  Versuchen  eintritt? 
Erkl.  24.    Wegen 


Ereignis  (w  —  /j)-mal  eintritt,  also  Avmal 
nicht  eintritt,  gegeben  durch  die 


(»)  vergl.  die  Formel  a    p^^^^,  g.        ^^,  ^   {^)p«-.,f 


Frage   14.     Wie    beweist    man    die 
Formel  8?  Antwort.     Man    kann   die  Formel    8 

auf  zweierlei  Art  beweisen,  entweder  auf 
Grund  der  Formel  7  oder  direkt. 

1.  Beweis  auf  Grund  der  Formel  7. 
Wir  deuten  das  Eintreffen  des  Ereignisses 
als  das  Ziehen  einer  weissen  Kugel  aus 
einer  Urne,  die  a  weisse  und  b  schwarze 
Kugeln  hat,  wobei  die  gezogene  Kugel 
wieder  zurückgelegt  wird.     Dann  ist 

a 

P 


a  +  h 
und  , 

0 


9. 


a  +  h 


Sollen  nun  in  bestimmter  Reihenfolge 
bei  den  einzelnen  Zügen  m  —  k  weisse 
und  k  schwarze  Kugeln  erscheinen,  so 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  jede  solche 
Reihenfolge  nach  Formel  7: 

^        ^   —  (a+Ur 

Da  nun  aber  keine  Rücksicht  darauf 
genommen  werden  soll,  in  welcher  Reihen- 
folge die  weissen  und  schwarzen  Kugeln 
erscheinen,  so  ist  die  gesuchte  Wahr- 
scheinlichkeit gleich  der  Summe  aller 
Wahrscheinlichkeiten  für  die  einzelnen 
Reihenfolgen  (vergleiche  hiezu  die  Frage  6, 
Formel  3'). 

Denkt  man  sich  für  die  m  gezogenen 
Kugeln  Buchstaben  hingeschrieben  (etwa 
für  jede  weisse  a,  für  jede  schwarze  ß) 
in  derselben  Reihenfolge,  in  welchen  die 
Kugeln  bei  den  m  Zügen  erscheinen,  so 
stellt  jede  solche  Anschreibung  eine  Per- 
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mutation  der  w  —  k  Buchstaben  a  und  h 
Buchstaben  ß  dar,  und  jede  solche  be- 
liebig hingeschriebene  Permutation  kann 
die  Ordnung  angeben,  in  welcher  die 
weissen  und  schwarzen  Kugeln  bei  den 
Zügen  zu  erscheinen  haben.  Es  wird  also 
soviel  verschiedene  Reihenfolgen  geben,, 
als  es  Permutationen  der  m  —  k  Buch- 
staben OL  und  k  Buchstaben  ß  gibt.  Diese 
Zahl  ist  nach  Formel  d 


m\ 


{m  —  k)\k\ 


=  {l) 


Da  nun  für  jede  Reihenfolge  die  Wahr- 
scheinlichkeit 

ist,   so  wird  die  verlangte  Wahrschein- 
lichkeit nach  Formel  3. 


w  =  Qr-'^' 


sein,  wodurch  die  Formel  8  bewiesen  ist» 

2.  Direkter  Beweis.     Wir  beweisen 

Erkl.  25.    Der  nebenstehende  Beweis  wird  Zuerst    die    Giltigkeit    der   Formel  8   für 

von  m  auf  W2  +  1  geführt.  Man  zeigt,  dass  die  w  =  2  und  alle  zulassigen  k,  also  k  == 

Formel  richtig  ist  für  m  +  1 ,  wenn  ihre  Eich-  0 ,   1 ,   2.     Nehmen   dann   an ,    dass    die 

tigkeit  für  m  zugegeben  wird.  Formel  8   für  ein  beliebiges  m  und  für 

alle  k^m  gilt  und  zeigen,  dass  sie  so- 
dann auch  für  m  +  1  und  Zj  <  m  +  1 
richtig  ist.  Da  sie  für  2  bewiesen  wurde, 
so  gilt  sie  dann  allgemein. 

Wir  setzen  wieder  p  als  die  Wahr- 
scheinlichkeit voraus,  aus  einer  Urne,  die 
a  weisse  und  b  schwarze  Kugeln  enthält, 
eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  so  dass 


h 

ist. 

Wird  vorerst  m  —  2  angenommen,  so 
lautet  die  Formel  8: 


-  -  (.) 


2\  O  _  J.  7. 


p' 


Es  sind  also  nur  die  Fälle  Ä:  =  0,  1,  2 
zulässig. 
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1)  h  =  0,  d.  h.  es  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit zu  berechnen,  dass  in  2  aufein- 
anderfolgenden Zügen  weisse  Kugeln  er- 
scheinen. Nach  Formel  4  ist  diese  Wahr- 
scheinlichkeit 

w  =  2^  '  P  ^=  P^ 

was    auch    die   Formel    8    für   m  =  2, 

/'2\ 
k  =  0  liefert,  da  {^qJ  =  1  ist. 

2)  k  =  1,  d.  h.  es  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit zu  berechnen,  dass  in  den  beiden 

„,,^      ,,     ,      ,.  ,.^       ,,   Zügen  1  weisse  und  eine  1  schwarze  er- 

MaL^-dÄ^fzuTltn^""'^^'  -hft.    Dies  kann  entweder  so  ge- 

schehen,  dass  zuerst  die  weisse  und  dann 
die  schwarze  Kugel  gezogen  wird,  wofür 
die  Wahrscheinlichkeit  =  p  .  q  sich  er- 
gibt, oder  dass  zuerst  die  schwarze  und 
dann  die  weisse  Kugel  erscheint,  wofür 
die  Wahrscheinlichkeit  =^  q  .  p  ist.  Da- 
her ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Ziehen  einer  weissen  und  einer  schwarzen 
Kugel  nach  Formel  3 

w  =  p  .  q-\-  q  ,  p  =  ^pq, 

was  auch  die  Formel  8  für  m  =  2, 
k  =  1  ergibt. 

3)  k  =  ^,  d.  h.  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  beidesmal  schwarze  Kugeln  gezogen 
werden,  ist  nach  Formel  4 

w  =  q^ 

was  auch  Formel  8  für  w  =  2,  A;  =  2 

liefert,  da  (z\  =  1  ist. 

Die  Formel  8  ist  also  für  m  =  2  und 
k  <  ^  richtig. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Formel  8 
wäre  für  m  und  k<.m  richtig,  und  fragen 
nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei 
(m  +  1)  Zügen  n  schwarze  und  m  —  n 
weisse  Kugeln  erscheinen ,  wobei  wir 
n  ^  m  voraussetzen. 

Die  n  schwarzen  Kugeln  können  so 
zum  Vorschein  gekommen  sein,  dass  ent- 
weder in  den  m  ersten  Zügen  n 
schwarze  Kugeln  gezogen  w^urden  und 
im  letzten  Zuge  dann  eine  weisse  er- 
schien oder  dass  in  den  ersten  m  Zügen 
bloss  {n  —  1)  schwarze  Kugeln  erschienen 
und  im  letzten  Zuge  noch  eine  schwarze 
Kugel  gezogen  wurde.     Sind  w^  und  iv^ 
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die  bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten,  so 
ist  nach  Formel  3 

Bestimmung  von  iv^:  Diese  Wahr- 
scheinlichkeit ist  zusammengesetzt  aus  der 
Wahrscheinlichkeit,  dass  in  den  m  ersten 
Zügen  n  schwarze  Kugeln  erscheinen, 
welche  nach  Formel  8  sich 


_    Q^ru-n^n 


ergibt,  und  der  Wahrscheinlichkeit  p, 
dass  im  letzten  Zuge  eine  w^eisse  Kugel 
erscheint.     Nach  Formel  4  ist  dann 


w 


1  =  Or—r-p 
=  O  p'"-"+'r 


Bestimmung  von  ^rgi  Diese  Wahr- 
scheinlichkeit ist  zusammengesetzt  aus  der 
Wahrscheinlichkeit,  dass  in  den  m  ersten 
Zügen  n  —  1  schwarze  Kugeln  erscheinen, 
welche  nach  Formel  8  sich 


(«"l)i'"'-"+'2»-' 


ergibt,  und  der  Wahrscheinlichkeit  q,  dass 
im  letzten  Zuge  eine  schwarze  Kugel  er- 
scheint.    Nach  Formel  4  ist  dann 


lt\y 


Daher  ist 


-  =  [D+C::i)]^'"^-"2" 


Da  nach  Formel  a' 


/m\  'in\  (m—n-\-l).m\ 

\7i^         (m  —  n)l  nl         {m  —  n  +  l)\  n\ 


m\ 


(    '^    \  = _ 

\n—\)         {^n  —  n  +  \)\  (^  —  1)!         {m—n+\)\n 

ist,  so  folgt 
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U  +  U  -  l)  ^  -(n^n4-l)lnl  ^'''  -  ^  +  ^  +  n] 


w 


(m  —  71  -\-  1)1  n\ 

{m  +  1)  .  m\ 
(w  +  1  —  n}\  n\ 
_  (m  +  1)! 

(m  +  1  —  ^0  •  ^  • 

und  daher 


welches  genau  die  Formel  8  ist,  wenn  in 
derselben  m  -\-  1 ,  n  an  Stelle  m ,  h  ge- 
setzt wird. 

Wir  haben  n  <  w^  vorausgesetzt.  Die 
abgeleitete  Formel  gilt  aber  auch  für 
n  =  m  +  1.  Denn  die  Wahrscheinlich- 
keit dafür,  dass  in  {m  +  1)  Zügen  lauter 
schwarze  Kugeln  erscheinen,  ist  nach 
Formel  4  berechnet  =  g'"*  +  \  welchen 
Wert  auch  die  oben  bewiesene  Formel 
für  n  =  m  ~\-  \  ergibt. 

Wird  also  die  Formel  8  als  richtig 
vorausgesetzt  für  m  und  alle  k<.m,  so 
ist  sie  auch  richtig  für  m  +  1  und  alle 
Ä;<rm  +  1.  Da  sie  nun  für  m  =  ^  und 
Ä;  <r  2  als  richtig  befunden  wurde,  so  gilt 
sie  allgemein. 

Anmerkung  15.     Bei    den  m  Zügen   der   Kugeln    aus    der   Urne   können   folgende 
m  +  1  Fälle  und  nur  diese  eintreten.     Es  werden: 

m,  m  —  1,  m  —  2 1,  0  weisse  Kugeln 

gezogen.    Hiefür  ergeben  sich  nach  Formel  8  die  Wahrscheinlichkeiten: 


P-,     {'^)P-'^^,     (^2)1^—^^ {rn-l)p^r 


q> 


Da  nun  eines  dieser  Ereignisse  notwendig  eintreten  muss,  so  muss  die  Summe 
der  Wahrscheinlichkeiten  1  ergeben.  In  der  That  ist  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  (siehe 
Kleyers  Lehrb.  der  Potenzen  und  Wurzeln): 

pm  +  (^"1^  pm-l  q  +  ^^^'^  pm-2q^ ^    f'A   p  qm-l   ^   gm    =   ^p  J^  gy,   =    1„, 

da  p  und  q  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeiten  sind  (vergl.  Formel  2). 

Anmerkung  16.    Die  Gleichung 

t 

enthält  (m  -h  1)  Glieder,  deren  Summe  1  ist.     Je  grösser  also  m  wird,  desto  kleiner  muss 
jedes  der  Glieder  werden.   Hiebei  werden  die  ersten  und  letzten  Glieder  viel  rascher  kleiner 
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als  die  mittleren  ein  Umstand,  der  später  noch  von  besonderer  Wichtigkeit  wird.  Um 
dieses  Abnehmen  der  einzelnen  Glieder  gegeneinander  einfach  zu  übersehen,  kann  man  sich 
dasselbe  geometrisch  veranschaulichen.  Denkt  man  sich  in  der  Ebene  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  und  trägt  auf  die  Abscissen  die  Zahlen  h  =  0,  1,  2  ....  m  auf, 
und  nimmt  die  Ordinaten  für  diese  Abscissen  gleich  den  entsprechenden  Gliedern  der  obigen 
Gleichung,  so  erhält  man  durch  Verbinden  der  erhaltenen  Punkte  eine  Kurve,  welche  die 
Beziehuiog  der  einzelnen  Glieder  der  obigen  Gleichung  für  ein  bestimmtes  m  gegeneinander 
zeigt.  Ändert  man  nun  m,  indem  man  die  Strecke  auf  der  Abscissenaxe  von  0  bis  m 
konstant  erhält,  so  dass  also  bei  wachsendem  m  die  Teilpunkte  zusammenrücken,  so  erhält 
man  eine  Kurvenschar,  welche  die  Abhängigkeit  der  einzelnen  Glieder  der  obigen  Gleichung 
von  m  versinnlicht. 


Nehmen  wir  beispielsweise  an,  es  sei  p 
Gleichungen  ergeben  für 


2  1 

ö-,  q  =  -5-,   dann  werden  sich  folgende 


Q      8     L  12    ,     6     ,     1 


9, 


ein 

729^ 
512 


192   ,   240   .   160 


1 
160 


60         12         1^  __ 

729  "^  729  "^  729  "^  729  "^  729  "^  729      729  — 


4-  2304        4608         5376         4032         2016         672  144  18  1      _ 

19683  "^  19683  "^  19683  "^  19683  "^  19683  "^  19683  "^  19683  "^  19683  "*"  19683  ^  19683  ~~ 


und  dem  entsprechend  erhalten  wir  folgende  drei  Kurven: 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


01231^-56     789 


Hiebei   ist  zu  bemerken,    dass  als  Einheit  der  Ordinaten  angenommen  wurde    die 
Länge  y^g»  ^^  <l^ss  die^Ordinaten 


der  Figur  7  sind  für    ä;  =  0,        1,        2,        3 

22,  [32],  16,  3 

der  Figur  8           für    fc  =  0,  1,        2,  3,  4,  5,  6 

6,  19,  [24],  16,  6,  1,  0,1 

der  Figur  9          für     fc  =  0,        1,        2,        3,  4,  5,  6, 

2,  8,5,      17,  [19],  15,  7,  2, 


7  8  9 

0,5,     0,006,     0,001 
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Die  grössten  Ordinaten  ergeben  sich  in  Figur  7  für  fe  =  1 ,  in  Figur  8  für  fc  =  2 
und  in  Figur  9  für  k  =  d,  ihre  Werte  sind  im  obigen  durch  eckige  Klammern  eingefasst. 
Wir  bemerken,  dass  diese  Werte  von  k  und  die  zugehörigen  Werte  von  m  —  k  der  Pro- 
portion m  —  k:k=p:q  genügen;  d.  h.  das  grösste  Glied  in  den  Summen  ist  dasjenige, 
in  welchem  sich  die  Exponenten  von  p  und  q  verhalten  wie  p  :  q. 


Frage  1*5.  Ein  Ereignis  hat  die  Wahr- 
scheinlichkeit ^,  bei  m  Versuchen  kann 
dasselbe  m,  m —  1,  m  — 2,  ...  2,  1,  Omal 

eintreten,  Vielehe  von  diesen  Möglichkeiten       Antwort.   Die  grösste  Wahrscheinlich- 
hat die  grösste  Wahrscheinlichkeit?       keit  hat   der  Fall,  in  welchem  das  Er- 
eignis (m  —  Ä;)-mal   eintritt  und   k-maX 
nicht  eintritt,  so  dass 

m  —  k  :  k  =  p  :  q 

sich  verhält. 

Beweis.    Wir  setzen 


A  =  Op^-'^' 


dann  ist  A^  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  unter  den  m  Versuchen  das  Ereig- 
nis (w  —  ^)-mal  eintritt  und  ^-mal  nicht 
eintritt.  Zugleich  ist  A.  die  relative 
Wahrscheinlichkeit  des  (m  — ^)- maligen 
Eintreffens.  Denn  die  relative  Wahr- 
scheinUchkeit  ist  nach  Formel  6  gegeben 
durch 

A. 

Ä^  +  A,  +  ...+A,  +  ..,-^Am 

und  da 

A^  + Aj^ -{-...  +  A.  +  ..,+ Am  =  1 

ist,  so  ist  dieselbe  =  A.. 

Bilden  wir  den  Quotienten  zweier  auf- 
einander folgenden  Grössen  Aj  so  er- 
halten wir: 


4..  =  (4i)r- 

-i^i+i 

A     =(7)p'"-'3' 

daher 

4  +  1  _  G+i)  .  q 

A.              (m\          p 
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und  da 


ml 


v^^-l;  — 

{i  +  1) 

!  (m 

(7)  = 

ml 

i !  (m  — 

-i)! 

ist 

,  so  ist 

G+i) 

m  — i 

il) 

i  +  i 

Es 

wird  daher 

A 

m  —  i 

i+l 

d. 

h.  es  ist 

1)! 


(1) 


A+.>A  so  lange  -.-^-j  .  j  >  1 


7)1  —  t      q 

+1  ^^^»-  "     "    T-Ti'y 


A+i<A  ' 


A.  ,  ,=^A.     wenn       .- ,    -r  •  -^=  1 
ist.     Es  folgt  aus 


;2) 


(m  —  i)  q^p  {i+  1) 

mq—p^i  (p  +  q) 
oder  da  p  +  (^  —  1  ist 

i${m-{-l)  q—  1 

1)  Ist  mg  also  auch  mp  keine  ganze 
Zahl,  so  setzen  wir: 

OL    =r   mp  —  £  /g\ 

^   =  m  q-{-  B ^  ^ 

wobei  £  ein  positiver  echter  Bruch  sein 
soll,  so  dass  a  die  grösste  ganze  in  mp 
enthaltene  Zahl  und  ß  =  w  g  +  1  —  (1  —  £) 
die  grösste  in  m  q  +  1  enthaltene  ganze 
Zahl  sein  soll.     Es  ist  dann 

a  +  ß  rzr  m  {p  -j-  q)  =  m  .  ,  (4) 


über  Wahrscheinlichkeit  bei  wiederholten  Versuchen.  65 

Zu  Folge  der  Gleichungen  (3)  wird 

(m  +  1)  q  =  m  q  -j-q  =  r^J^.B  -]-q 

und  da  q  auch  ein  echter  Bruch  ist,  so 
kann  b  ^  q  höchstens  2  geben,  daher  ist 

(:m+l)q-l=  ?+(B+q-l)  =  p+,'    (5) 

wobei  s'  kleiner  als  1  sein  muss. 

Da  der  Index  i  bloss  ganzzahlige  Werte 
annimmt,  so  schreiben  sich  unsere  Be- 
dingungen (2)  in  der  Form: 

4  +  1  >^.-    50  lange   i  <  ß) 

4+,  <  A   ..     .     ^  >  ß! ^  ^ 

d.  h.  es  wächst  A.  mit  dem  Index  ^, 
so  lange  i  unterhalb  ß  ist,  es  nimmt  aber 
ab  mit  wachsendem  /,  sobald  i  grösser 
ist  als  ß.  Das  grösste  Glied  ist  daher 
^ß  oder 

da  m  —  ß  ^=r  a  zu  Folge  (4)  ist. 

Daher  verhalten  sich  die  Exponenten 
des  grössten  Gliedes 

a  :  ß  :=  mq)  —  z  :  m  q  ~i-  s 

—  p :  q-i-^- 

m     "•        m 

nach  der  Gleichung  (3).  Ist  also  m  sehr 
gross,  so  wird,  da  z  ein  echter  Bruch  ist, 

—  sehr  klein,  und  man  kann  die  nahezu 
m 

richtige  Proportion  ansetzen: 

a:?  =  p  :q 

wodurch  a  und  ß  bestimmt  sind ,  da 
a  +  ß  =  m  sein  soll.  Man  setze  dann 
a  gleich  der  grössten  in  mp  enthaltenen 
Zahl  und  ß  gleich  der  grössten  in  m  g'  +  1 
enthaltenen  Zahl.  Hiemit  ist  die  Be- 
hauptung für  den  Fall,  dass  mq  keine 
ganze  Zahl  ist,  erwiesen. 

2)  Ist  mq  =  k  eine  ganze  Zahl,  so 
ist  auch  mp  =  m  —  k  eine  ganze  Zahl. 
Dann  ist 

(m  -\-  1)  q—  1  =:  k-\-  q  —  1   =z  k  —  p 

sicherlich  keine  ganze  Zahl,  da  p  und  q 
echte   Brüche    sind.     Es   ist  aber  k  die 
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grösste  ganze  in  [(m  +  1)  q  —  1]  ent- 
haltene Zahl.  Die  Bedingungen  (2)  wer- 
den dann: 

A^^^>  A.    so  lange    i  <  k 

A.^^<A.     „      „        i>h 

Das  grösste  Glied  ist  also  das  Glied  A^^ 
oder 

dessen  Exponenten  sind 
]c  =  m  q 
m  —  h  =^  m  (1  —  q)  =  mp 
also  findet  die  Proportion 

m  —  k  :  Ji  =z  p  :  q 

genau  statt. 

Für  den  Fall,  dass  (m  +  \)q  eine  ganze 
Zahl  ist,  wird  das  Glied  A^^_^^^  ^  = 
A,  ,  ,,  ,  und  beide  Glieder  sind  die 
grössten.     Setzen  wir  in  diesem  Falle 

Ä;=:  (w+1)  q — 1  :=z  mq-\-q~\  :=mq—i> 

m  —  k  =  w  ^  +  ^ 
so  ist 

und  es  wird 

m  —  k  ik  =  m  2:>  -\-  j)  :  mq  —  p 
.    p  p 

also  wieder  angenähert 

m,  —  k  :  k  =  p  :  q 
sich  ergeben. 

Anmerkung   17.     Die    Glieder,    welche    in   der   Nachbarschaft   von    dem   grössten 
Gliede  A^  der  Reihe 


Ai   A,    ^2 ^ß_25   ^ß-i:    ^ß'   ^ß+r   ^ß+2 


An—V   An 


sich  befinden,  unterscheiden  sich   sehr  wenig  von  einander,   also  auch  von  dem  grössten, 
sobald  m  sehr  gross  ist.     Denn  es  ist  da  a  +  ß  =  772  ist, 

^g+v+.  =  (.  AO  .--  .?+•'+'    =  (^tttittfW--;;--!)!  ^"-^-^  ''^^'■'' 
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also 


also  nacü  Gleichungen  (3) 


ß  +  ^+l   _  m  —  ß  —  V     q 


A 


^?+v 

ß  + 

v  +  1     p 

'ß+V+1 

= 

m 

P £  — V 

? 

^ß  +  v 

m^ 

-r  s  -f  V  -r 

1     1> 

= 

1 

£  -r  V 
mp 

1  + 

s  +  v+1 
mq 

E  +  V           £ 

mp 

-r  V  nr  1 

= 

]^ 

mq 

1+-^  + 

v-t-1 

Ist  also  m  eine  sehr  grosse,  v  eine  kleine  ganze  Zahl,  so  dass  auch  mq  sehr  gross 
wird,  so  ist  der  Subtrahend  sehr  klein,  also  ist  der  Quotient 


^ß  +  v 


wenig  von  1  verschieden,  also  ist  auch  Aß  _|_  v  +  i  wenig  von  Äo,  ^  ^  verschieden,  so  lange  v 
nicht  sehr  gross  wird.    Dasselbe  gilt  auch  für  die  Ä^  vorausgehenden  Glieder,  denn  es  ist 


=  G-v) 

^a^-v  ^ß_v 

w 

-  (ß-v)!  (m 

also 

^?-v+i    _ 

TO  —  ß  +  V        g 

^[i_v 

"    ß-v  +  1     p 

a  -\-  V 


ß  —  V  +  1     p 

mp  -\-  V  —  £  q 

mq  +  B  — v-fl     p 

mp 


1   ^-1 


m  q 

V £  V  —  1  —  E 


mp  ftiq 


mq 

daher  für  kleine  Werte  von  v  und  sehr  grosse  m  der  Wert  von  Aß  _  ^  ^  l  wenig  von  dem 
Werte  -4^  _  ^  sich  unterscheidet,  da  beide  Brüche 


V 


—  1   —  E 


mp  77»  q 

sehr  klein  sind. 

In  der  Nähe  des  Maximalgliedes  Ao  nehmen  also  die  Glieder  zu  beiden  Seiten  lang- 
sam ab,  was  eine  jedes  Maximum  begleitende  Thatsache  ist. 
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Frage  16.   Man  trägt  die  Grössen  n  und 


n-Li,:)p-^^ 


ß+« 


Vn 


als  Abscisse  und  Ordinate  in  einem  recht- 
winkligen Koordinatensystem  auf,  und 
verbindet  die  so  erhaltenen  diskreten 
Punkte.  Man  erhält  hiedurch  eine  Curve, 
wie  sie  in  Anmerkung  16  gezeichnet  wurde. 
Lässt  man  nun  m  ins  Unendliche  wachsen, 
so  dass  die  erhaltenen  Punkte  stetig  auf 
einander  folgen,  so  erhält  man  als  ihren 
Ort  eine  Curve,  welches  ist  die  Gleichung 
dieser  Curve? 


Antwort.  Bezeichnet  man  mit  x  die 
Abscisse  und  y  die  Ordinate  eines  Punktes 
der  Curve,  so  ist  ihre  Gleichung 

y  =:  Ae 
wobei  A  und  h  gewisse  Constanten  sind. 

Beweis:  Wir  tragen  uns  von  0,  Fig.  10, 
das  Stück  0  B  nach  links,  das  Stück  0  A 
nach  rechts  ab  und  setzen 

AB  =  L 

Teilen  wir  nun  0  j5  in  a  und  0  ^  in  ß 
Teile  und  errichten  in  jedem  die  Ordi- 
nate, so  dass  in  dem  +l^*^^  Teilpunkt 
von   0  aus  gerechnet,    diese   den  Wert 


Figur  10. 


y±n  hat,  so  gibt  die  Verbindungslinie 
aller  Punkte  eine  Kurve  A'MDB,  welche 
nur  über  dem  Stücke  A  B  der  Abscissen- 
axe  sich  ausbreite. 

Hiebei  ist  unsere  Einheit  auf  der  Achse 
0  B  so  gewählt,  dass  sie 


AB^ 
m 


m 


ist. 
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Da  nun 

«         —   . '^ .ja-'^-i  ^ß-«  +  i 

' "  +  '  —  (ß  +  n  +  1)!  (a-^  — 1)!  ^^  2 

ist,  so  ergibt  sich 

!/»+!  g  —  ^        g' 

yn   ~~  ß  +  ^  + 1  *  ^ 

also 

^^±1  _  1  3^  (^'-^^)g-(ß  +  >^  +  l)i> 
r/n  (?^  +  n+l)p 

'Ml-  Vn  _  —n  +  {B—i^) 

wenn  man  die  Gleichungen  (3)  berück- 
sichtigt. 

Setzen  wir  nun 

/\x  =  ~ (8) 

so  dass  A  X  die  Länge  wird,  die  wir  als 
Einheit  auf  0  B  aufgetragen  haben,  so  wird 
0  C  die  Länge  nl\x  besitzen ,  die  wir 
mit  x^^  bezeichnen  ^vollen,  es  wird  also 
dann 


« 


oder 


Aü? 
und  die  Gleichung  (7)  übergeht  in 

Vn^—  Vn  __        -  ^,  +  (s  -  i>)  A  0^ 


und  da  (w  +  1)  A  x  =  a;.^^  die  nächste 
Abscisse  ist,  so  wird 

Ml—^n   ^    — -^'.    y.  +  (^— i^)y„AA- 

A  ;c  pßAx^+p  x^_^^  A'x     ^^ 

Lassen  wir  nun  m  ins  Unendliche 
wachsen,  so  wird  nach  (8),  da  L  kon- 
stant bleiben  soll,  Ax  ins  Unendliche 
abnehmen  und  auch  y  ,.—y    wird  als 
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Unterschied   aufeinander  folgender  Ordi- 
nalen unendlich  klein  werden,  so  dass 


lim    '"^l-'"  . 

_dy 
~  dx 

gesetzt  werden  muss. 

Da  ferner  v    und  x  , ,  endliche  Grössen 

y  n  n-\-l 

sind,  so  wird 

lim  {b  —  p)y^/\x  =  0 

lim  ]p x.^        /\,x  =  0 

sein. 

Es  handelt  sich  noch  um  den  Grenz- 
wert von 

jj>  ß  A  .Y^  =  j9  ^  m  A  .\-2  —  £  p  A  x^ 

oder  da 

lim     zp£sx^  =  0 

ist,  SO  wird 

lim    j9  ß  A  A'^  =  P^.  li^^  ^^^  ^  '"^^ 

Nun  ist  mAx  =  L  also  bis  jetzt  die 
endliche  Strecke,  über  welcher  sich  die 
Gurve  erhebt.  Wir  lassen  nun  auch  L 
unendlich  werden,  so  dass  sich  die  Curve 
über  der  ganzen  unendlichen  ;\:- Achse  er- 
streckt. Dann  wird  L  .  A  a:,  da  A  x  ins 
Unendliche  abnimmt,  das  Anwachsen  von 
L  stets  so  gewählt  werden  können,  dass 

})  q  lim  L  ./\x  =  p  q  lim  m  A  x^  =   A„  .   .  .   (K)) 

wird,  h  eine  beliebige  Gonstante  ist. 

Geht  man  daher  in  Gleichung  (31)  zu 
den  Grenzwerten  über,  so  wird  sich 

p  =  -.^Pxy   ....  (11) 
dx 

ergeben,  wenn  .v  undjy  statt  x^y^^  gesetzt 
wird.  Dies  ist  die  Differentialgleichung 
unserer  Gurve.     Aus  ihr  folgt 


dy  

y  ~~ 

oder   wenn  beide  Seiten  unbestimmt  in- 


2  h^x  d  X 

y 
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tegriert  werden  und  IgA  die  willkürliche 
Gonstante  ist 

lg  y  —  lg  ^   ^   —  /l2  .^2 

oder 

y  =   Ae-''^' (12) 

w.  z.  B.  w. 


Hiebei  ist: 

1 
lim  pqm/\x 
oder  ^ 

h  ^ 


^^^  =  ^.^^L^-Z2'"  (13) 


lim  A  X  V  ^p  q  m 


Frage  17.    Der  Wert 


l\x  =^  X 


y^=  {^^    \  p^-^  2^+«  Antwort.    Die  Gleichmig  (12)  gilt  nur 

^^  "•     ^  für  unendlich  gross  m  in  aller  Strenge, 

stellt  die  relative  Wahrscheinlichkeit  w  Aber  man  kann  dieselbe  auch  für  grosse 
dar,  dass  ein  Ereignis  n-mal  weniger  oft  endliche  Werte  von  m  anwenden ,  ohne 
eintrifft,  als  es  für  das  wahrschein-  bedeutende  Fehler  zu  begehen.  Hiebei 
lichste  Ereignis  der  Fall  ist.  ist  zu  beachten,  dass  dann  statt  dx  ge- 

Wie  berechnet  man  diese  relative  Wahr-  setzt  werden  muss  A  x  und  dass 
scheinlichkeit  für  den  Fall,  dass  m  sehr 
gross  ist,  mittels  der  Gleichung 

y  =  Ae"""'^'?  o^er  ^  ^  "S^  •  •  •  ■  ^^^^ 

ist.    Es  wird  dann 

y.^Ae-"" (12) 

die  Wahrscheinlichkeit    darstellen,    dass 

'  X 

das  Ereignis    .—    =  ^^-mal  weniger  oft 

eintritt,  als  es  für  das  wahrscheinlichste 
der  Fall  ist  und  mithin  wird  die  rela- 
tive Wahrscheinlichkeit  hiefür 

w  =  --^ — 

sein  (vergleiche  Frage  10),  wobei  die 
Summe  zu  nehmen  ist  von  i  =  —  ß  bis 
/  =  +  a ,  damit  alle  Wahrscheinlich- 
keiten in  dieselbe  eintreten ,  denn  ist 
[-i  ~\-i  =  mq-{~  i  —  o  =  k,  so  durch- 
lauft k  die  Werte  von  0  bis  ß  +  a  =  w- 
Setzen  wir  nun 

P    —     ~^0  r,    —      ^^ 
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so    können    wir    tv    auch   in   der   Form 
schreiben 

e 

^^="+^; 


wobei  in  der  Summe  die  GKeder  auf- 
treten, die  immer  um  A  x  von  einander 
abstehen.  MultipHziert  man  Zähler  und 
Nenner  mit  l\x,  so  wird 


IV 


e  L\x 


+^1 


e  L\x 


Lassen  wir  nun  wieder  m  ins  ünend- 
hche  wachsen,  so  dass  A  ^  in  dxüh^v- 
geht,  so  wird  die  Summe  in  Nenner,  da 
sowohl  x^,  als  x^  ins  Unendliche  rücken, 
denn  die  Punkte  A  und  B,  Figur  11,  thuen 


Figur  11. 


es,  zwischen  den  Grenzen  —  c^  und  +  oo 
zu  nehmen  sein  und  gleichzeitig  können 
wir  dieselbe,  da  l\x  m  dx  übergeht, 
als  das  bestimmte  Integral  zwischen  diesen 
Grenzen  auffassen,  so  dass 

e 

IV  — 


e 


d  X 


f 


€  d  X 


wird.  Nun  ist,  wie  im  Anhang  bewiesen  wird 

e' 


f 


dx  = 


h 
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und  also 

^'  ^  y-^  e    '''  dx  .  .  .  (15) 

Dies  ist  also  die  gesuchte  relative  Wahr- 
scheinlichkeit. 

Wenn  wir  in  Gleichung  (12)  die  will- 
kürliche   Konstante   Ä    ersetzen    durch 
h 

--,  so  wird  die  Gleichung:  unserer  Curve 


V  r. 


^  Ä^a-a 


y  "^xrzr  ^      06) 

und   die   entsprechende    relative   Wahr- 
scheinlichkeit 

Formel  (9):  w:=^ydx=.:~=r^  e-""''" dx 

Setzen  wir  nun  wieder  voraus,  m  wäre 
sehr  gross  aber  endlich,  so  dass 


r\x 
ist  und  nach  Gleichung  (13) 


A  X  V¥p  q 


m 


gesetzt  werden  kann,  so  erhalten  wir  die 
Wahrscheinlichkeit 


y  --= 


l 

.r2              1 

/Sx  \/^7Z])q 

m 

1      rfc 

.     Y^  1 

1              1 

Vm)    2pg 

V^^pq    V  T. 

/SxV  m 

Setzt  man  nun 

1 

X 

i 

V^pq    l\x 

Vm 

y  .  V^pq^x 

Vm  = 

fl 

so  übergeht  (17)  in 

1 

It 

"'  "  V-, 

.(17) 


•  •  (18) 


(19) 


welcher  Ausdruck  leicht  berechenbar  ist 
und  durch  Gleichungen  (18),  sodann  die 
Werte  von  x  und  y  Uefert.    Es  ergibt 
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sich  dann  wie  früher  die  relative  Wahr- 
scheinlichkeit 

io  =  ^^ (20) 


2^ 


Entwirft  man  nun  eine  Tafel,  wie  im 
Anhange  Tafel  I,  in  welcher  die  Werte 
von  '/]  aus  19  für  4  von  ^  zu  ^^  fort- 
schreitend angegeben  sind,  so  kann  man 


a 


die  V  -q  einfach  durch  Addition  der  Ko- 

lumne  für  y]  erhalten. 

Da  hiebei  für  ein  negatives  |  sich  der- 
selbe Wert  für  y]  ergeben  muss  nach  (19), 
wie  für  ein  gleich  grosses  positives  i,  und 
da  ferner  die  Tafel  lehrt,  dass  für  ^  =  3,3 
der  Wert  von  -q  kleiner  als  -^^^^  ist,  so 
kann  man,  sobald  ß  und  a  grösser  als 
3,3  ist 

— ß  -a  0  o 

setzen,  oder  wenn  die  Summe  der  Zahlen 
für  7j  von  0  bis  3,3  mit  S  bezeichnet 
wird,  kann  man 

+  a 

^  '/j  =  2  S  =  10,56395 

-ß 

ohne  grossen  Fehler  setzen,  so  dass 
schliesslich,  da  -^^,  =  0,094661   ist 


Formel  (10): 


iv  =  0,094661  .  Yj 

1        _^. 

1  sc 


V2pq    iSxV 


m 


Als    Anwendung    dieser    Formel    ver- 
gleiche Aufgabe  82. 


Anmerkung  18.     Die  Curve,  deren  Gleichung: 

4^ 


e 


1/Tü 
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ist,  ist  symmetrisch  zu  der  vj-Achse,  in  dem  für  4  und— I  sich  dasselbe  ^  ergibt.  Die  I- Achse 
ist  eine  Asymptote  der  Kurve.  Sie  besitzt  in  E  und  E'  je  einen  Wendepunkt,  dessen 
Abscissen  OD  =  ^    sich  aus  der  Gleichung: 


ergeben,  die  also 


dV   ~ 

2-ri  (21^- 

1) 

— 

0 

V2 
2 

und     oj' 

= 

— 

V2 
2 

Figur  12. 


sind.  Mithinist  die  Ordinate;  vj  =  — nr  e 


2  für  beide  Punkte.    Die  Eechnung  ergibt  dann 


=  0,7071068 


-q  =  0,3421983 


Das  Stück  £'  31 E  ist   concav   gegen   die  i-Achse ,   während  von  E    bis  +  cvo  und 
£'  bis  —  CSD  die  Curve  ihre  convexe  Seite  der  4-Achse  zukehrt.    Die  grösste  Ordinate  ist : 

0M=  -^  =  0,56419. 


Frage  18.  Wie  berechnet  man  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  wiederholte 
Eintreffen  mehrerer  Ereignisse,  wenn  auf 
die  Reihenfolge  des  Eintreffens  keine 
Rücksicht  genommen  wird  und  die  ein- 
zelne Ereignisse  dieselbe  Wahrscheinlich- 
keit bei  den  einzelnen  Versuchen  besitzen? 


Seien  E^,  E^ 


E,  Je  Er- 


Antwort 

eignisse,  welchen  die  Wahrscheinlichkeiten 
Pv  P2  '  •  •  Pk  zukommen  und  es  sollen 


m  =  Wj  +  ^2  +  •  •  +  '^k 

Versuche  gemacht  werden,   dann  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  E^  .  .  .  n^- 


mal,  E2  . 
auftritt,  g 


mal 


E, 


•   •  '"2       — "k 

egeben  durch  die 


.  n. 


mal 


m\ 


Formel  11:    w  =  — ^~  ^~- ,  »«»«"z 

w  =  ^1  +  ^^2  +  •  •  •  "1" 
gegeben. 


^  k 
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Frage  19.      Wie    beweist    man    die 
Formel  11?  Antwort.    Wir  wollen  sie  für  den  Fall 

dreier    Ereignisse    beweisen,    allgemein 
geht  dann  der  Beweis  genau  so. 

Wir  denken  uns  eine  Urne  die  a  weisse, 
b  schwarze  und  c  rote  Kugeln  besitzt. 
Das  Ereignis  E^  deuten  wir  als  das  Ziehen 
einer  weissen,  iJ^  einer  schwarzen,  E^  einer 
roten  Kugel.     Dann  ist 

a 
Vi   = 


a 

+ 

h 

c 

a 

+ 

h  + 
e 

c 

^''         a  +h  +  e 

Setzen  wir  nun  irgend  eine  Reihen- 
folge fest,  in  welcher  ^1  weisse,  n^  schwarze 
und  Wg  rote  Kugeln  in  den  m  =  n^  -f- 
n^  +  n^  Zügen  auftreten  sollen,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen 
dieses  Ereignisses 

=     7)"i      «"2      p'h 
^  l       ^  2  *    -^  3 

Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  dieselbe 
für  irgend  welche  angegebene  Reihenfolge. 
Da  aber  jede  mögliche  Reihenfolge  der 
n^  weissen,  n^  schwarzen,  n^  roten  Ku- 
geln zulässig  ist,  so  wird  die  verlangte 
Wahrscheinlichkeit 

w  =  N .  if^  j;"2  2^^' 

sein,   wenn  N  die  Anzahl  der  möglichen 
Reihenfolgen  ist. 

Denken  wir  uns  die  m  Züge  markiert, 
derart,  dass  wir,  sobald  eine  weisse  Ku- 
gel erscheint  den  Buchstaben  a,  sobald 
eine  schwarze  erscheint  den  Buchstaben 
ß  und  bei  dem  Erscheinen  einer  roten 
den  Buchstaben  t  anschreiben.  Dann 
haben  wir  nach  den  m  Zügen  n^  Buch- 
staben a,  ^2  Buchstaben  ß  und  n^  Buch- 
staben 7  in  irgend  einer  Reihenfolge  an- 
geschrieben. Da  nun  jede  Reihenfolge 
eine  Permutation  der  ii^  Buchstaben  a, 
Wg  Buchstaben  ß  und  n^  Buchstaben  y 
ist,  so  gibt  es  soviel  Reihenfolgen  für  das 
Ziehen  der  n^  weissen,  n^  schwarzen  und 
Wg  roten  Kugeln,    als  es  Permutationen 
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von  n^  Buchstaben  a,   712  Buchstaben  ß 
und  Uq  Buchstaben  7  gibt.    Daher  ist 

und  nach  Formel  c?'  also 

?ei!  n^l  W3!  1   '   2     1     3 

Mithin    wird   die   gesuchte  Wahrschein- 
lichkeit 

ml 
%I  n^l  n\^    -^1    ^2    ^3 

welchen  Wert  eben  die  Formel    11  gibt 
für  3  Ereignisse. 

Anmerkung  19.  Zerlegen  wir  m  auf  alle  mögliche  Arten  in  h  Summanden,  also 
m  =  n^-\-  n^+  ...  +n^,  wo  jedes  der  n.  alle  Werte  zwischen  0  und  m  durchlaufen  soll, 
so  erhalten  wir  in  den  Zahlen  n.  alle  möglichen  Arten,  in  denen  sich  die  Ereignisse  jEJ^, 
E^  •  •  •  -E'a  kombinieren  können.  Nach  dem  polynomischen  Lehrsatz  (siehe  Kleyers  Lehrb. 
der  Potenzen  und  Wurzeln)  ist: 

Die  Summe  erstreckt  über  alle  Werte  der  n-  zwischen  0  und  m ,  wobei  stets 
m  =  n^+  ^2+  ...  +  n^  sein  muss. 

Anmerkung  20.  Setzen  wir  voraus,  dass  bei  jedem  Versuche  eines  der  Ereignisse  E^ 
E2  ■  .  .  E^  eintreten  muss,  so  wird  nach  Formel  2' 

also  auch 


VI  ml  ^  , 

XU     ?2i!  n,!  M  .. .  n^.!       1     "^2  i 


"u  «2  •  •  •  "■k 

m  =  n^  +  n^  +  , .  .  +  ^j. 
sein,  die  Summe  erstreckt  über  alle  n,  zwischen  o  und  m. 
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(Anwendung  der  im  IL  Teil  abgeleiteten  Sätze  und  Formeln,  sowie  der  Formeln 

des  I.  Teiles.) 

Aufgabe  71.   AVelches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür   aus   einer  Urne,   die  a  weisse 

und  b  schwarze  Kugeln  enthält  in  m  Zügen  Auflösung.  Wir  fanden  in  der  Auflösung 
m  ^k  weisse  und  k  schwarze  Kugeln  zu  der  Aufgabe  25,  dass  für  eine  bestimmte  An- 
ziehen, wenn  die  gezogene  Kugel  nicht  wieder  Ordnung  des  Erscheinens  der  weissen  und 
zurückgelegt  wird?  schwarzen   Kugeln   (es   war   dor£  die  Anord- 
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nung,  dass  zuerst  m  —  7c  weisse  und  dann 
k  schwarze  Kugeln  erscheinen)  die  Wahr- 
scheinlichkeit 


IL\ 


^  (m  —  k)\k  !  V^— /fc)  •  W 


ist.  Da  wir  nun  von  der  Anordnung  absehen, 
so  kann  jede  Permutation  der  m  —  k  Elemente  a 
und  der  k  Elemente  ß  eine  Eeihenfolge  an- 
geben, wenn  wir  unter  a  eine  weisse,  unter  ß 
eine  schwarze  Kugel  verstehen. 
Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  also 

da  w^   für  jede   Anordnung  denselben  Wert 
behält.    Es  ist  also  mit  Rücksicht  auf  Formel  d : 


[m  —  kj  •  [k) 


Wir  hätten  diesen  Wert  auch  direkt  er- 
halten können  durch  folgende  Überlegung. 
Man  denke  sich  die  m  Ziehungen  so  vollführt, 
dass  man  m  Kugeln  aus  der  Urne  auf  einmal 
herausgreift.  Dann  ist  die  Anzahl  möglicher 
Fälle: 


C-t') 


Die  Anzahl  der  Fälle ,  in  denen  (m  —  k) 
weisse  Kugeln  mit  k  schwarzen  Kugeln  zu- 
sammentreffen, ist 


(    "    \    (^\ 

\a — mj  '  \kj 


denn  jede  Kombination  der  a  weissen  Kugeln 
zu  m  —  k  gibt  mit  jeder  Kombination  der 
b  schwarzen  Kugeln  zu  k  eine  Anordnung  der 
verlangten  Art.    Also  ist 

[m-k)  '  \k) 

Anmerkung  21.   Die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  bei  dem  Herausgreifen  von  m  Kugeln 
unter  diesen  : 

77?,  m—  1,  m  —  2 1,0  weisse  sind, 

«rgaben  sich  nach  vorstehender  Aufgabe: 

im)        U-l)(l)      (^-21(2)  (l)U-l)      _{m} 

(a+b\        (a  +  b\     '      '/a  +  b\ (a  +  b\     '     (a  +  b\ 

\  m  )  \    m     )  \    m     )  \    m}  \     m     / 
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Da  nun  einer  dieser  (m  +  1)  Fälle  notwendig  eintreten  muss,  so  ist  die  Summe  aller 
Wahrscheinlichkeiten  gleich  1,  d.  h.  es  ist 

(^)  {,n-l){l)  U-2)(2)   ,  (l)U-l)  (m) 


er)     er)  ■  er)         e:*)    er) 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  wenn  man  sie  mit  l^  ^    )  multipliziert,  die 


wobei  a  ]>  ??i    und  b  ^  m  sein  muss. 


Aufgabe  72.    In  einer  Urne  befinden  sich 
«,  Kugeln  mit  1,   a^  mit  2,   «3  mit  3  .  .  .       Auflösung.     Es  seien  im  ganzen 
üj,  Kugeln    mit    h    bezeichnet.     Es    werden 
771  Kugeln  gezogen  (entweder  auf  einmal  oder 

in  m  aufeinanderfolgenden  Zügen,  ohne  dass  Kugeln  in  der  Urne,  dann  ist  die  Anzahl 
die  gezogene  Kugel  wieder  zurückgelegt  wird),  möglicher  Fälle  aus  diesen  m  herauszugreifen: 
welches   ist  die  Wahrscheinlichkeit,   dass  n^  ,    - 

Kugeln  1,   ng  Kugeln   2,  n^  Kugeln  3  .  .  .  \Ia 

n^  Kugeln  fe  gezogen  werden?  ^ 

Ferner  bildet  jede  Kombination  von  n^  der 

a^  Kugeln  mit  den  Kombinationen  der  ng*®^ 

Klasse  der  a^,   der  ng*«^  Klasse   der  a,  .  .  . 

der  W/,*6^  Klasse  der  a^.  einen  günstigen  Fall, 

indem  unter  den 

m  =  Wj  -f  Wo  +  ?^-i  4-  .  .  .  .  +  W/- 

herausgegriftenen  Kugeln  n^  Kugeln  1,  n^ 
Kugeln  2,  n^  Kugeln  3  .  .  .  ri^.  Kugeln  fe  auf- 
treten.  Die  Anzahl  günstiger  Fälle  ist  mithin: 

e:)  •(::)•  («:)•■•(«:) 

Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  mithin 


a) 


wobei 

S  =  öl  -f  ar.2  -4-  03  -r-    .   .    '-f  Uj^. 
7n  =  Wj  -j-  Wo  +  Wg  -1-   .  .   -r  n^. 


Anmerkung  22.  Lässt  man  unter  der  Bedingung  m  =  n^  +  rig -r  7I3 -r  ...  -t- w^. 
die  Zahlen  n^,  n^,  n^  .  .  .  n^  unabhängig  von  einander  alle  Zahlen  zwischen  0  und  m  durch- 
laufen, so  erhält  man  in  denselben  alle  möglichen  Kombinationen,  in  denen  die  Kugeln  1, 
2,  3  . . .  fe  unter  den  in  herausgegriffenen  auftreten  können.  Daher  ist  die  Summe  der  ent- 
sprechenden Wahrscheinlichkeiten  gleich  1,  d.  h.  es  ist 


eoeie:)---e^ 


—    1  S    =    Or,    -f  Oo 
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wobei  die  Summe  zu   erstrecken  ist  über  alle  positive  Zahlen  n^,  rig,  n^  ...  n^,  welche 
der  Gleichung  m  =  n,  +  Wg  +  Wg  .  .  +  n^.  entsprechen. 

Wird  der  gemeinschaftliche  Nenner  auf  die  rechte  Seite  gebracht,   so  erhält  man 
die  Relation: 

F.rme.e':2(«:)(::)-(^:)    ■■■    CO    =    («■  + "^ +  :»+•+ «*) 

m  =  Wi  +  nj  +  Wg  +  .  •  +  rij. 


Aufgabe  73.   In  einer  Urne  befinden  sich 

a  weisse  und  h  schwarze  Kugeln.    Es  werden  Auflösung.  Nach  Aufgabe  71  ist  die  Wahr- 

m  Kugeln  auf  einmal  herausgezogen,  welches  scheinlichkeit,  dass  sich  unter  den  m  gezogenen 

ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  unter  den  ge-  Kugeln  m  —  fe  weisse  und  k  schwarze  befinden: 

zogenen  Kugeln  sich  wenigstens  (m  —  v)  weisse,  ,          \     /  a  \ 

also  höchstens  v  schwarze  befinden?  \m^]c)  -  (i) 

Nun  können  folgende  Fälle  eintreten: 

1)  Es  sind  m      weisse  o  schwarze  Kugeln 

2)  „       „  rn  —  \       „        1 

3)  „      „  m~2      „        2 

4)  „       „  ?7i  — 3      „        3 


v  +  l)„     „      m-v      „        V 

Die  entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten  für 
diese  Fälle  ergeben  sich  aus  dem  obigen 
Werte  iü^,  wenn  für  fe  gesetzt  wird  der  Reihe 
nach  0,  1,  2,  3  ...  V.  Da  nun  das  gewünschte 
Ereignis:  „Dass  unter  den  m  Kugeln  wenigstens 
[m — v)  weisse  sind"  eintritt,  sobald  irgend  ein 
der  (v  + 1)  aufgezählten  Fälle  eintritt,  so  ist 
nach  Formel  3'  die  gesuchte  Wahrscheinlich- 
keit die  Summe  der  eben  angegebenen  Wahr- 
scheinlichkeiten, d.  h.  es  ist 

oder 


rJ) 


Aufgabe  74.    In  einer  Urne  sind  a  weisse, 
h  schwarze   Kugeln,   welches   ist  die   Wahr- 
scheinlichkeit, dass  bei  dem  Herausziehen  von       Auflösung.     Die    Auflösung   ergibt    sich 
m  Kugeln  wenigstens  eine  weiss  ist?  nach  der  vorigen  Aufgabe  für  v  =  w  —  1 
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Da  aber  nach  Formel  (e): 

(;)^(.^i)(0  +  («.-2)  (^)  -  •  •  • + (0  uii)  +  iL) 


so  folgt  diircli  Subtraktion 


Q 


Diesen  Wert  hätten  wir  auch  so  erhalten 
können.  Ist  w'  die  entgegengesetzte  Wahr- 
scheinlichkeit, also  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  unter  den  m  Kugeln  lauter  schwarze 
sind,  so  ist  nach  Aufgabe  78  für  h  =  m 


w'  = 


0) 

und  daher  nach  Formel  2: 


1-w'  =  1 


a) 


er) 


_  Aufgabe  75.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  bei  einer  Lotterieziehung 
wenigstens  eine  einzifferige  Zahl  erscheint? 

NB.    Vergleiche  die  Erklärung:  6. 


Nebenrechnung: 


log  81  =  1,9084850 

log  80  =  1,9030900 

log  79  =  1,8976271 

log  78  =:  1,8920946 

log  77  =  1,8864907 

9,4877874 

9,7221330 

log  w'  =  0,7656544- 

lü'  =  0,58298 


log  90  =  1,9542425 
log  89  =  1,9493900 
log  88  =  1,9444827 
log  87  =  1,9395193 
log  86  =  1,9344985 
9,7221330 


Auflösung.  Da  bei  jeder  Ziehung  5  Num- 
mern gezogen  werden,  wobei  die  gezogene 
Nummer  nicht  wieder  zurückgelegt  wird,  und 
unter  den  90  Nummern  9  einzifferige  und 
81  zweizifferige  sind,  so  ist  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit  nach  Aufgabe  74 

man  braucht  nur  6  =  81  und  a  =  9  zu  setzen. 
Die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit,  dass 
lauter  zweizifferige  Zahlen  in  der  Ziehung  er- 
scheinen, ist: 


w'  = 


(!) 

m 


81 .  80  .  79  .  78  .  77 
90.89.88.87.86 


also  nach  nebenstehender  Rechnung 
w'  =  0,583 

Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  also 
w  =  0,417 


Aufgabe  76.  Zwei  Personen  Ä  und  B 
spielen  miteinander.  Jede  Partie  muss  von 
einem  der  Spieler  gewonnen  werden.   A  muss 

B  o  b  e  k,  Lehrbuch  der  "Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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a  Partien,  B  aber  h  Partien  gewinnen,  damit 
er  das  Spiel  gewinnt.  Nun  hat  A  die  Wahr- 
scheinlichkeit p  und  ^  die  Wahrscheinlich- 
keit q  eine  Partie  zu  gewinnen.  Welches  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  A  das  Spiel 
gewinnt? 


Erkl.  27.    Da  einer  der  Spieler  jede  Partie 
gewinnen  oder  verlieren  niuss,  so  ist 


Auflösung.  Das  Spiel  ist  in  höchstens 
171  =  a  i-b  —  1  Partien  beendet,  denn  es  kann 
entweder  A  die  ihm  nötigen  a  Partien  und  B  in- 
zwischen höchstens  b  —  1  Partien  gewinnen, 
oder  es  kann  B  die  ihm  nötigen  b  Partien 
gewinnen  und  A  inzwischen  höchstens  a  —  1 
Partien.  Im  ersten  Falle  gewinnt  A,  im  zweiten 
Falle  B  das  Spiel. 

Soll  A  das  Spiel  gewinnen,  so  endet  das 
Spiel  mit  einer  von  A  gewonnenen  Partie. 
Es  können  daher  folgende  Fälle  eintreten: 

1,  A  gewinnt  a  Partien  hintereinander,  die 
B  alle  verspielt.  Die  Wahrscheinlichkeit  hie- 
für ist 

tt?^   =  pa 

nach  Formel  8. 

2.  A  gewinnt  von  a  +  1  gespielten  Partien 
die  ersten  a  —  1 ,  während  B  inzwischen 
1  Partie  gewinnt,  und  schliesslich  gewinnt  ^4.  die 
letzte  Partie,  wodurch  das  Spiel  beendet  wird. 
Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  unter  den 
a  ersten  Partien  A  ihrer  a  —  1  und  B  blos  1 
gewinnt,  ist  nach  Formel  8: 


«•»  =  (l)  !'"-'?• 


Soll  nun  A  noch  die  letzte  Partie  gewinnen, 
so  ist  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit 
dieser  beiden  Ereignisse  =  w^.p,  also  ist 


w;. 


8.  Es  werden  o  +  2  Partien  gespielt.  Unter 
den  a  +  1  ersten  gewinnt  A  ihrer  « —  1, 
während  B  ihrer  2  gewinnt,  schliesslich  ge- 
winnt A  die  letzte  Partie.  Die  zusammen- 
gesetzte Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist  also 


-3 = c  r )  p" 


'q\p 


P"9' 


4.  Es  werden  a  +  3  Partien  gespielt.  Unter 
den  a  +  2  ersten  gewinnt  A  ihrer  {a  —  1)  und 
verliert  3  Partien  au  B,  Schliesslich  gewinnt  A 
die  letzte.  Die  Wahrscheinlichkeit  ergibt  sich 
daher 


^"^  =  i      2     )   ^ 


'q'-P 


-.^ 


W,    :-  (^        3        j     p< 

u.  s.  w.  bis 

m)  Es  werden  7n  =  a  +  b~-l  Partien  ge- 
spielt, unter  den  m  —  1  ersten  Partien  ge- 
wännt A  ihrer  a  —  1  und  verliert  6  —  1  an  B, 
schliesslich  gewinnt  A  die  letzte  Partie.  Die 
Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist: 
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,a  ^b—1 


Da  nun  in  irgend  einem  der  m  Fälle  A 
das  Spiel  gewinnt,  so  ist  die  gesuchte  Wahr- 
scheinliclikeit  nach  Formel  3'  gleich  der  Summe 
aller  gefundenen  Wahrscheinlichkeiten,   d.  h. 

es  ist 


w  =■  Wi  +  Wz  +  10^ 


-f  w. 


oder 


f  +  (?)  p"  ?  -  c  r)  p'''i + (''  r)  i^"*^  +  •  ■  • . + (ri)  f^t-^ 

also 

m  =  a  -\-  h — 1 

Die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  w* 
dass  B  gewinnt,  ergibt  sich  ganz  analog,  folgt 
übrigens  direkt  aus  dem  Werte  für  w,  wenn 
man  an  Stelle  von  p  und  a  einführt  q  und  b, 
so  dass 

»' = 2*  [i  4- (?) . + et  >= + (n  ^)  i'' + • -(r  0  ^"-] 

•sich  ergibt.     Es  muss  nun 

10  -]-  w'  =  \ 
sein.    Dies  lässt   sich  auch  direkt  beweisen. 
Setzt  man 

w  =  f  (a,  b),    w'  =z  f  (a,  b) 

indem  man  die  Abhängigkeit  der  Grössen  w 
und  w'  von  den  Zahlen  a  und  h  besonders 
hervorhebt,  so  wird 


^«,6)  =  p«2("^'~')^' 

i  :=  0 

i  =  o 

analog  folgt  nun 


(1) 


(2) 


Die   erste   der  Gleichungen  lässt   sich  mit 
Hilfe  der  aus  Formel  (e)  gezogenen  Relation: 


(n^)=(0-G-i) 


(3) 
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wenn  darin  s  =  a  —  1  gesetzt  wird  in  folgender 
Weise  umformen.    Es  wird 


/(.+M.o=p-^t!e-^rver-7^)i*' 


6—1 


0  1 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  (1),  so  ersieht 
man ,  dass  die  erste  Summe  gleich  p  f  (a,  6) 
=  {l  —  q)  f  (a,  b)  ist,  da  ja  p  +  g  =  1  ist, 
also  ist 

6—1 

/  (a  +  l,  b)=f  {a,  h)-q  f  (»,  6)+?"+'  ^  ("  T-T  ^)  « 

1 

In  der  Summe  rechter  Hand  führen  wir 
statt  i  einen  neuen  Summationsindex  i'  ein, 
indem  wir  i'  =  i—  1  setzen,  so  dass  für  i  —  1 
i'  =  0  und  für  i  =  5  —  1,  i'  =  6  —  2  wird. 
Es  wird  dann 

5—2 

oder  wenn  wir  den  '  weglassen: 

b  —  2 

0 

vergleicht  man  den  Ausdruck 

mit  den  Gleichungen  (1)  so  ersieht  man,  dass 
derselbe 

/(a  +  l,  ^-1) 

ist,  dass  also 

/(a+l,  5)=/(a,  6)-5J/(o,  i)-/(a+l,  *-l)|  .  .(4) 

sich  ergibt.  Die  rechte  Seite  lässt  noch  eine 
weitere  Vereinfachung  zu.    Es  ist 

(a,  i)-/  (a+  1,  *-l)  =  ,^  2  C  +  r  0«'   -  P"+'S  (T)«' 

0  0 

wenn  man  in  der  ersten  Summe  das  Glied 
für  2  =  6  —  1  ausscheidet.  Zieht  man  die 
beiden  anderen  Summen  zusammen,  so  folgt: 
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0 

oder  Avenn  man  p  =^  l  —  q  setzt,  folgt,  dass 

0  0 

Mit  Rticksiclit  auf  GleichuDg  (3)  folgt  dann 


1 


wenn  man  wieder  in  der  ersten  Summe  i'  =  ^■  —  1 
setzt.  Scheidet  man  aus  der  zweiten  Summe 
das  Glied  für  i  =  b  —  2  aus,  so  dass  sie  nur 
bis  h  —  S  gellt,  so  folgt 

s]e^rV(n>i  *'=-f("ro  «'-^'+scro  ^'^'H^t--^')  ^'-' 

0  0  0 

T  ^        {    b-2     ) 

indem  die  beiden  Summen  rechts  sich  weg- 
heben. Es  übergeht  also  die  Gleichung  (5) 
durch  Einführung  dieses  Wertes  in 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (3)  wird 
/(«,  b)-f{a+l,  b-1)  =  :?>"/- ^("^X-TO; 

also  übergeht  die  Gleichung  (4)  in 
fia  +  1,  h)  =./(a,    b)-(^^-l^^)p-q'      (6) 

Die  Umgestaltung  von  f  («  +  1,  b)  ergibt 
sich  leichter.  Es  ist  nämlich,  wenn  man  nach 
Gleichung  (2)  das  Glied  für  i=  a  ausscheidet 

i  =  a—1 


f  (a+l,  I»  =  P"qf  +  i-'y2''2{^  +  i''')  P- 


t  :=  O 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (1) 

f  (a  +  l,  b)  =f  ia,  6)+(^ti7^)  P'^'l' (7) 

da  ja 

ist  (vergl.  Formel  a'). 
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Durch  Addition  der  Gleichungen  (6)  und  (7) 
folgt  nun 

/  (a+1,  &)  +  /'  («  +  1,  l^)  =f(o,  b)+r  (a,  b)  .  .  .  (8) 

Setzt  man  daher 

/  (o,  b)  +;'  {a,  l)  =  C 

so  kann  G  von  a  nicht  abhängen,  da  es  sich 
bei  der  Vermehrung  von  a  um  1  nach  Gleich- 
ung (8)  nicht  ändert,  also  auch  bei  beliebigem 
a  denselben  Wert  behält.   Es  ist  daher  auch 

G=f{l,b)^f'  (1,  ZO 
und  da 


Erkl.  28.    Dass  die  Summe 

/  (1,  l)  =  p  [1+^  +  ^/+  '  ■  •  q' 

1  +  5  +  9'+..  +<?*-'-;-«* 

ist   wird  in   dem  Lehrbuch   der  Potenzen  und 
Wurzeln    der    Kleyer'schen    Encyklopädie    be- 

= 1^^'^ 

wiesen. 

/'  (1,  h)  =  q' 

ist,  so  folgt 

G  =  f{l,l)-\-/'{l,b)  =  1 

also  auch 

f{a,  b)+f'  {a,  b)=^  1 
oder 

IV  +  ?ü'  =  1 

W.    Z.    B.    AV. 

Aufgabe  77.  Der  Banquier  im  Pharao- 
spiele hält  a  Karten  in  der  Hand,  unter 
welchen  sich  n  Karten  des  Spielers  (n  =  1, 
2,  3,  4)  vorfinden,  die  noch  nicht  gezogen 
wurden.  Es  soll  die  Wahrscheinlichkeit  p 
gefunden  werden,  dass  zwei  der  Karten  des 
Spielers  in  dem  1*«^  oder  2*«°  oder  . . .  rt^n  Ab- 
züge erscheinen? 

Erkl.  29.  Das  Pharaospiel  hat  folgende 
Regeln : 

Der  Banquier  hält  mit  52  Karten  Bank.  Er 
legt  nach  und  nach  alle  Karten  auf  den  Tisch 
und  zwar  je  eine  zur  rechten  und  zur  linken 
Hand.  Ein  solches  Paar  heisst  Abzug  (Taille) 
oder  Stich.  Vor  Beginn  des  Spieles,  sowie  nach 
jedem  Abzug  steht  es  dem  Spieler  frei  eine  oder 
mehrere  Karten  (Ass,  Dame)  zu  bezeichnen  und 
auf  dieselben  eine  gewisse  Summe  setzen.  Der 
Banquier  gewinnt  den  Einsatz  des  Spielers,  wenn 
die  vom  Letzteren  bezeichnete  Karte  auf  der 
rechten  Seite  also  an  ungerader  Stelle  erscheint. 
Der  Banquier  zahlt  aber  dem  Spieler  eine  dem 
Einsätze  gleiche  Summe,  wenn  die  Karte  des 
Spielers  zur  Linken  oder  an  gerader  Stelle  er- 
scheint. Hiedurch  sind  Spieler  und  Banquier 
gleich  gestellt.  Dagegen  hat  der  Banquier  im 
Folgenden  einen  Vorteil  gegen  den  Spieler,  in- 
dem er  den  halben  Einsatz  des  Spielers  einzieht, 
wenn  die  vom  letzteren  bezeichnete  Karte  in 
demselben  Stich  zweimal,  also  an  gerader  und 


Auflösung.  Ist  p.  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  zwei  Karten  des  Spielers  im  i*e^  Abzug 
sich  vorfinden,  so  ist 

i  =  r 

i  =  1 

Um  p.  zu  berechnen,  bemerke  man,  dass  p. 
die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  ist 
aus  den  beiden  Wahrscheinlichkeiten  ic\,  dass 
die  bezeichneten  Karten  des  Spielers  nicht  im 
jten^  2*^"  .  .  .  (i  —  1)*®^  Abzüge  auftreten,  und 
aus  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  im  i*^^  Ab- 
züge sich  2  derselben  befinden. 

Nun  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
von  den  n  Karten  im  1*^^  Abzüge  keine  sich 
befindet,  also  es  weder  die  erste  noch  die  zweite 
abgezogene  Karte  ist 

=  (-:)(-<r:^i) 

d.  h.   das  Produkt  aus   den  Wahrscheinlich- 
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ungerader  Stelle  erscheint,   erscheint  aber  die  kalten,  dass  die  Karte  weder  im  ersten   noch 

Karte    des  Spielers    als   letzte,    so    zahlt  der  im  zweiten,  bei  welchem  sich  nur  mehr  (a  -  1) 

l:Z7JtS  !^^'ä^%iS:r^  ff  ^-   -  ^-/-^  ^-  ^-^-ers  bLden^ 

Spielers  gewinnen,  kann  aber  nichts  verlieren,  ^^gezogen  wiiü. 

Das  Spiel  endet,  entweder  sobald   der  Spieler  ^^^    Wahrscheinlichkeit,    dass   im   zweiten 

gewinnt,    oder    sobald    in   einem  Abzug    zwei  Abzüge  keine  dern  Karten  erscheint  ist  analog 

seiner   Karten    erscheinen,    oder    sobald    alle  /            n   \  /           n    \ 

Blätter  aufgelegt  wurden.  =  I  1 _    I  ll ^j 

u.  s.  w.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  im 
(i  —  i)ten  Abzüge  keine  der  n  Karten  er- 
scheint, ist,  da  der  Banquier  nur  noch 

a  —  2  (i  —  2)  =  a  —  2  i  +  4 
Karten  in  der  Hand  hat: 


V        a—2  2  +  4/   V        a- 


2  2  +  3/ 

Mithin  ist  die  Wahrscheinlichkeit  w^,  dass 
die  bezeichneten  Karten  weder  im  1*^^  noch 
im  2*«^  noch  .  .  .  {i~  l)ten  Abzüge  erscheinen 
nach  Formel  (5') 


- = (-^)0-«-^l)(-«-:^.)0-„-^a) O-^WiX-.^^^) 


Zur  Bestimmung  von  w^  bemerken  wir,  dass 
der  Banquier  noch 

a—2  {i—1)  =  a  —  2  i+2 

Karten  in  der  Hand  hat,  die  sich  zu 

2   (a  —  2  i+2)  (a—2  ?-f  1) 

Paaren  anordnen  lassen,  unter  denen  aber  nur 

Paare  aus  den  n  bezeichneten  Karten  des 
Spielers  sich  vorfinden.  Die  Wahrscheinlich- 
keit also,  dass  ein  Paar  Karten  des  Spielers 
im  e*en  Abzüge  erscheint,  ist  mithin 

n  {n — 1) 


(a—2  i  +  2)    (a—2  i+l) 
und  daher 

Pi  =  ^t^i  Wz 

oder 

__  n{n-l)  /  n^y n_\       (  n         \(  n 

P^  {a-2i  +  2,){a-2i+l)V      a-l/V      a-2r*A'      «-2   i+Jv~a-2  2  +  3 

Es  ergibt  sich  daher 

^  ~    Zj(a  — 2  2  +  2)  (a  —  2  2  +  1)  \         a)        '   \        a—2   2  +  3/ 

1=  1 

Da: 


(-D(^-«-:^)(^-^2) 


\        a  —  2    2  +  3/ 

{a—n){a  —  n  —  l) (g^n— 2  (2— 1)+1) 

a  (a— 1)  (a  —  2) (a—2  2  +  3) 

ist,  so  kann  auch  gesetzt  werden: 
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'v^''n(/z  — 1)  (g— 72)  {a—n  —  l)  (a— rz  — 2)  ....  (a—n  —  2  2  +  3) 
P  "=  2j  a{a  —  l)  (a-2) (a  — 2  i  +  S)  (a  —  2  2  +  2)  (a  —  2  i-r  1) 

i  =  r    (g-yp  {a-n-l)    (a-n-2  0-l)-i-l) 

_  n  {7-1  —  1}  Y  1-  2.  .  ." 2(2  —  1)         

~  a{a-  1)A  (a-2)  (ct-3)  .  .  ^^"^.  .^  .  .  .  (g-2  i  +  l) 

'  =  '  "^         1.        2.  ......  ..  :.  .  .  .  .  2(2-1) 

also 

i  =  r{  a—n  \ 

^  —  fl(a_l)  Zj7a_2  V 
''=1(^22-2; 


Aufgabe  78.  Eine  IJrne  enthält  a  weisse, 
b  schwarze  Kugebi,  man  macht  m  Züge  hinter- 
einander, wobei  die  gezogene  Kugel  jedesmal 
wieder  zurückgelegt  wird,  welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  man  wenigstens 
m  —  h  weisse ,  also  höchstens  Ti  schwarze 
Kugeln  gezogen  hat? 


Auflösung.    Wir  setzen 


p  = 


a+h 


y 


h 


dann  ist  p  die  Wahrscheinlichkeit  bei  irgend 
einem  der  m  Züge  eine  weisse  und  q  die 
Wahrscheinlichkeit  eine  schwarze  Kugel  zu 
ziehen.  Es  können  nun  folgende  Fälle  ein- 
treten : 

1.  Man  zieht  in  allen  m  Zügen  weisse 
Kugeln,  die  Wahrschehilichkeit  hiefür  ist  nach 
Formel  8 

IV,  =  p^ 

2.  Man  zieht  {m  —  1)  weisse  und  1  schwarze 
Kusrel.     Die  Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist 


Wo 


(T) 


3.  Man  zieht  {m  —  2)  weisse  nnd  2  schwarze 
Kugeln,  die  Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist 


u.  s.  w.  bis 


=  (") 


m  —  k 


Man  zieht  {m  —  Tc)  weisse  und  k  schwarze 
Kuareln,  die  Wahrscheinlichkeit  ist 


-*  =  (T)  p-'p' 


Da  nun  in  jedem  dieser  Fälle  wenigstens 
(m  —  k)  weisse  Kugeln  erscheinen,  so  ist  nach 
Formel  3'  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 


IC  =  ii\  +t(;o  4-  .  .  .  .  +t«^m_; 


oder 


IV 


=  |,"'+(T)r"-^9  +  (2)p' 


v+..(iO 


"q" 
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Aufgabe  79.    Eine  Urne  enthält  a  weisse, 
h  schwarze  Kugeln,   es  werden  m  Züge  ge- 
macht, wobei  jedesmal  die  Kugel  zurückgelegt  Auflösung.    Setzt  man 
wird.     Welches    ist   die    Wahrscheinlichkeit,  , 

dass  wenigstens  1  der  gezogenen  Kugeln  eine  x^  =  1  9.  =  » 

weisse  ist?  «  +  ^                    «  +  ^ 

so  wird  nach  voriger  Aufgabe 
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=  K+(7)p— ^g  + 


pq" 


beachtet  man,  dass 

ist,  so  folgt 

w  =  1  —  $"' 

was  man  auch  direkt  finden  kann.  Denn  die 
entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit,  dass  unter 
den  m  Kugeln  lauter  schwarze  sind,  ist: 


also  ist 
Führt  man  die  Zahlen  a  und  b  ein,  so  ist: 


w  =  1 


'i^+br 


Aufgabe  80.    Eine  Urne  enthält  12  weisse 
und    24   schwarze    Kugeln,    welches    ist    die 

Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  10  Zügen  wenig-       Auflösung.  Nach  der  vorhergelienden  Auf- 
stens  eine  weisse  Kugel  erscheint?  gäbe  folgt 


/2\'^" 
Berechnung  vonl  — i    : 


log    2     =  0,3010300 
log     3     =  0,4771213 


log/|-)=:  0,8239087  —  1 

log(^yL    0,239087  —  2 

(^y=       0,01734 

Es  ist  mithin 

IC  =  0,98266 


Aufgabe  81.    Eine   Urne    enthält   weisse 
und  schwarze  Kugeln     Die  Wahrscheinlich-       Auflösung.     Setzt  man 
keit  eme  weisse  Kugel  zu   ziehen  ist  p.     Es  __ 

werden  Kugeln  gezogen,   die  immer  wieder  Q~^—P 

zurückgelegt  werden.     Wie   viel   Züge   muss  so  wird  nach  Aufgabe  79  nach  x  Zügen  die 

man  machen ,    damit  die  Wahrscheinlichkeit  Wahrscheinlichkeit,  dass  wenigstens  eine  weisse 

dafür,  dass  wenigstens  eine  weisse  Kugel  er-  Kugel  erscheint: 
scheint,  den  Wert  A  erhält?  w  =  1—q'' 
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sein  soll  nun  diese  Wahrscheinlichkeit  den  Wert 
A  haben,  so  folgt  für  die  Bestimmung  von  x 
die  Gleichung 


also 


daher 


A  =  1-q^ 

q-"  =  l-A 
X  log  q  =  log  (1  — -4) 

^  ^  logjl -^ 
log  (1  —p 


Aufgabe  82.  In  wie  viel  Würfen  mit 
2  Würfeln  wird  die  Wahrscheinlichkeit  einen 
bestimmten  Pasch,  z.  B.  6,  6,  wenigstens  ein- 
mal zu  werfen,  den  Wert  -^  annehmen? 

Erkl.  30.  Diese  Aufgabe  wurde  Pascal  vom 
Chevalier  de  Mere  vorgelegt,  welcher  sie  dahin 
löste,  dass  bei  25  Würfen  die  Wahrscheinlich- 
keit grösser  als-   ist,   während  bei  24  Würfen 

die  Wahrscheinlichkeit  kleiner  als       ist.   Was 

auch  unsere  Rechnung  bestätigt. 
Nebenrechnung: 

log    2  =  0,3010300 

log  36  =  1,5563025)  _ 

log  35  =  3,5440680) 
36 


Auflösung.  Die  AVahrscheinlichkeit  mit 
2  Würfeln  einen  bestimmten  Pasch  zu  werfen 
ist,  da  es  36  verschiedene  Würfe  gibt 

1 

ob 

also 

35 


</  = 


36 


log  g-.  =  0,0122345 


log  (log  2 )  =  0,4786098 


logAog  p\  =   0,0875862 


3-1. 
2-2) 


1,3910236 
X  =  24,605 


Für  die  Anzahl  x  der  Würfe,  in  denen 
wenigstens  einmal  der  bestimmte  Pasch  ge- 
worfen wird  folgt  die  Wahrscheinlichkeit  nach 
Aufgabe  81 

1     /  35  V 


36/ 


soll  diese  den  Wert 


^  haben,  so  muss 
\36/ 


also 


oder 


X  log 


35        ,     1 
"36- =^^^2 


X  = 


log  2 

log  36  — log  35 
0,3010300 


0,0123345 
also  nach  nebenstehender  Rechnung 

X  =  24,605 
d.  h.   bei   25  Würfen  ist  Wahrscheinlichkeit 
den  Pasch  6,  6  zu  werfen  grösser  als  ^,  bei 

1 


24  Würfeln  aber  kleiner  als 


2* 


Aufgabe  83.    Eine  Urne  enthält  schwarze 
und  Aveisse  Kugeln,  im  ganzen  s  Kugeln.  Wie 

viel  von  jeder  Sorte  muss  sie  enthalten,   da-       Auflösung.    Die  Urne  möge  a  weisse  und 
mit  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,   dass  nach  h  schwarze  Kugeln  enthalten,  dann  ist 
m  Zügen   wenigstens   eine  weisse  Kugel  er-  a-{-  b  =  s 

scheint,  den  Wert  A  besitzt?  ^^^  ^-^  Wahrscheinlichkeit  eine  weisse  Kuge 

zu  ziehen 
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a 

^  8 

die  Wahrscheinlichkeit  eine  schwarze  zu  ziehen 
b 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  nach  m  Zieh- 
ungen wenigstens  eine  weisse  erscheint  ist 
1  —  (f^,  also  erhält  man  zur  Bestimmung 
von  h  die  Gleichung: 


A  =  1 


Erkl.  31.  Wenn  sich  für  b  keine  ganze 
Zahl  ergibt,  so  ist  die  nächst  grössere  oder 
nächst  kleinere  zu  nehmen.  Später  wird  auf 
solche  Fälle  noch  wiederholt  aufmerksam  ge- 
macht werden. 


oder 
also 

daher 


b"^  =  s^'il-A) 

m 

b  =  s  \^(r^Äj 


a  ==  s  —  b 


=  (i-vr^-) 


Aufgabe  84.  In  welchem  Verhältnis  muss 
eine  Urne  schwarze  und  weisse  Kugeln  ent- 
halten, damit  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
nach   15  Zügen   wenigstens   1   weisse   Kugel 

erscheint,  den  Wert  ^  annimmt? 


Auflösung.  Nennt  man  s  die  unbestimmte 
Anzahl  der  Kugeln,  so  wird  nach  Aufgabe  83 
die  Anzahl  der  schwarzen  Kugeln 


b  =  s  \/l-A 
die  Anzahl  der  weissen 

Daher  das  Verhältnis 


Nebenrechnung: 
log      2  =^  0,3010300 

15 

logV2'=  0,0200686 
V2  =  1,047 


Vi-^ 


i_vr=^ 


Setzt  man  hierin  noch  m  =  15,  A=  ^  so 


folgt 


15 

V2-1 


0,047 


1000 
47 


Es  sind  also  auf  je  1000  schwarze  47  weisse 
Kugeln  nötig. 


Aufgabe  85.  Eine  Urne  enthält  a  weisse, 
b  schwarze  und  c  rote  Kugeln.  Welches  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei  m  Zügen 
wenigstens  m  —  k  weisse  Kugeln  erscheinen  ? 
Nach  jedem  Zuge  wird  die  Kugel  zurück- 
gelegt. 


Auflösung.    Setzt  man 


P  = 


a  +  b  +  c 
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a  +  b  +  c 

so  sind  p,  q,  r  die  Wahrscheinlichkeiten  für 
das  Ziehen  einer  weissen,  schwarzen  resp. 
roten  Kugel.  Die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Ziehen  einer  schwarzen  oder  roten  Kugel  ist 
dann  nach  Formel  3: 

Pr  ='  q+r  =  1  — ;7 

Nun  sollen  wenigstens  m  —  k  weisse  Kugeln 
erscheinen,  also  höchstens  Je  nicht  weisse, 
d.  h.  schwarze  oder  rote.  Nach  Aufgabe  78 
folgt  also  die  Wahrscheinlichkeit 


oder 


Aufgabe  86.  Eine  Urne  enthält  a  weisse, 
b  schwarze,  c  rote  Kugeln.  Es  werden  10  Züge 
gemacht,  welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 

dass  wenigstens  1  weisse,  2  schwarze  und  Auflösung.  Bezeichnen  wir  mit  p,  q,  r 
3  rote  Kugeln  erscheinen?  Nach  jedem  Zuge  die  Wahrscheinlichkeiten  eine  weisse,  schwarze 
wird  die  Kugel  zurückgelegt.  resp.  rote  Kugel  zu  ziehen,  so  wird 


p  = 


a-rh 


a  +  b 
c 


a  +b-\-c 


und  nach  Formel  11  wird  die  Wahrscheinlich- 
keit dafür,  dass  unter  den  10  Zügen  h  weisse, 
l  schwarze  und  n  rote  Kugeln  erscheinen: 

Ic  +  l+n  ==  10 
und  der  Aufgabe  zufolge  muss 

fc  :>  1  i  :>2  « >  B 

sein.  Jede  Zerlegung  der  Zahl  10  in  solche 
drei  Summanden  k,  l,  n  wird  also  eine  Mög- 
lichkeit für  das  gewünschte  Ereignis  geben. 
Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  wird  mithin 
die  Summe  aller  der  Wahrscheinlichkeiten 
Wj^  j  „  sein,  die  sich  für  die  einzelnen  Fälle 
ergeben. 

Die  Zerlegung  ist  nun  möglich  auf  nach- 
stehende Arten: 
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^  _  j  a  =  2,  3,  4,  5,  6 
M«  =  7,  6,  5,  4,  3 

^.  _  9  (^  —  2,  3,  4,  5 
'^  '  \n—  6,  5,  4,  3 

h  —  o  )l  =  2,  3,  4 
^  —  "^  ^^i  =  5,  4,  3 

^==Mn  =  l;3 

Mithin  wird  die  gesuchte  Wahrscheinlich- 
keit w  sich  ergeben: 

W    =    U;i,2,7  +  «71,3,6  +  i^lJ455  +  "^1,554  +  W?l,6:3  +  ^3,2,6  +  W?2,3,5  +  «^254,4  +  ^^2,5,3  +  «^352,6  +  «^353,4 
-T  W;3,4,3  +  Zi?4,2,4  +  11^4,3,3  +  ^^5,253 

oder   es  ist: 
10!  „  10'  10!  10'  10' 

'^  =  T!2!7!*'  «■''  +  iTsfe-!^  ä'*"'  +  TT4!¥!^  «''■^  +  iTsÜ!^  «'"•'+  iTefS!^  «''■' 

,      10!       .    ,  e   ,       10!       o    ,  ,  ,       10!       ,   .   .   .       10!       ,  .    ,   ,       10!       ,   „   ^ 
+  2!2!6-!P  «  "•   +  2!3T5-!''-«  *■    +  2ÜH!''  «  "^    +  2!5!3!P  «  »^    +  3!2!5!P  «  "^ 


Aufgabe  87.  Zwei  Personen  A  und  JB 
spielen  eine  Partie,  in  welcher  A  die  Wahr- 
scheinlichkeit p  besitzt  einen  Stich  zu  ge-  Auflösung.  Da  A  nicht  weniger  als 
wmnen,  ^  die  Wahrscheinlichkeit  g=:l—_p.  m  —  n  Partien  gewinnen  soll,  so  kann  er 
Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  m~n,  m—n+1,  m  —  n+2  ...  bis  m  —  Jc 
von  m  gespielten  Partien  A  nicht  weniger  Partien  gewinnen'.  Jeder  dieser  Fälle  ist 
als  m  — n  und  nicht  mehr  als  m  —  k  ge-  günstig  für  das  erwartete  Ereignis,  dass  A 
ivmnt?  (n>A;)  Oder  auch,  dass  ^  höchstens  n  nicht  weniger  als  m  —  n  und  nicht  mehr 
und  wenigstens  k  der  Partien  gewinnt,  also  A  als  m  —  k  Partien  gewinnt.  Die  gesuchte 
soviele  verliert?  Wahrscheinlichkeit  ist  also    nach  Formel  3' 

die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  für  die 
einzelnen  Fälle.  Nach  Formel  8  sind  aber 
die  Wahrscheinlichkeiten: 

für  i  gesetzt  0,  1,  2,  ...  .  n—k 
Daher  ist: 

i  =  n—k 
W 


=  Hn-0^"'"""''«" 


Aufgabe  88.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit  bei    10  Würfen   mit   einem   Würfel 

wenigstens  2mal  und  höchstens  5mal  die  „6"       Auflösung.     Die    Wahrscheinlichkeit   bei 
zu  werfen?  1 

einem  Wurf  die  6  zu  werfen  ist  p=^-n,  also 

5 
5  =  ^,  daher  ist  nach  vorhergehender  Auf- 
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gäbe,  die  Wahrscheinlichkeit  in  10  Würfen 
die  „6"  wenigstens  10  — 8  =  2mai  und  höch- 
stens 10  —  5  =  5 mal  zu  werfen? 


-  =  (8°)  "-f  +  (7")  r'1'  +  (6°)  P'  1'  +  C5°)  P"i' 

= (^)(F(^-c^i^&  -^  (\")a)Xfr  -(^)(i)xiy 

/ly /5y rio^  /sy     10.9.8  ^  /sy      10.9.8.7  nv^ 5     10 . 9 . 8 . 7 . e  nyi 

\6/  \6/  L1.2   \6/    "^1.2.3    6  \6/    ^     1.2.3.4    \6/    6  "^  1  . 2.  3  . 4 .  5  U/  J 

_  ,.  Ay/'5yri25^  8    25     ,14    5     ,28    1  1 
Nebenrechnung:  -  ^^-{qJ  \q}  1216  "^  3  216  "^  ¥  21G  "^  1"  216J 


log  3125  =   3,4948500/ 


log  3253  =  3,5122841]  ^  ==  „  (-)   (-)    •  3253 
7,0071341^  ~  '"^  ^'''    ^^' 

log  72.6^  =  7,3041916^  ~  ^      3125  .  3253 
0,7029425-1  '^2.6" 

0,5046  =  0,5040 


Die   gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist   also 
nahezu  ^ 


Aufgabe  89.    Eine  Urne  enthält  2  weisse 
und  8  schwarze  Kugeln.    Es  werden  500  Züge 

gemacht,   welches   ist   die   wahrscheinlichste       Auflösung.    Nach  Frage  15  ist  diese  An- 
Anzahl weisser  Kugeln,  die  gezogen  werden?   zahl  gegeben  durch 

m  —  k:k  =  p:q 

Nun   ist   die   Wahrscheinlichkeit    für   das 
Ziehen  einer  weissen  Kugel 

2  3  * 

ü  =  rr    also   a  =  -F 
-^         5  5 

Für  die  Anzahl  k  schwarzer  Kugeln  folgt 
also  die  Proportion: 

600  — k:k  =  2:3 

also 

Erkl.   32.    Für    die    Berechnung    der  Fak-  k  =  300 

toriellen  500!  200!  300!  siehe  den  Anhang  wo  ,  _    ^ 

die  Formel  bewiesen  wird:  m  —  fc  -     zoö 

Formel  f:   n!  =  72"e~"A/2TCw  d.  h.   die   grösste  Wahrscheinlichkeit  ist  für 

Diese   Formel  heisst  Stirl  in g'sche  Formel,  das  Ziehen  von  200  weissen  und  300  schwarzen 

n  ist   die  Ludolf'sche  Zahl  und  e  die  Basis  Kugeln.     Und    zwar    ist    diese    Wahrschem- 

der  natürlichen  Logarithemen.  lichkeit 

500^! (^\~^^(^\  nach  nebenstehender  Erklärung 


^^         200!   300! 


6)  (I) 


^qq5O0^-500V2,.5OO /ox2oo,ov 

200200  ,-. 200^/2— 20T.  300^««  6"^«  V2^^3ÖÖ-  (f )      (5  ) 

500^°°         V6  /2\2oo     /3\^o« 


200^00.  300^^^10\/l2^ 


(I)    (IT 
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5500    i()o5oo    VS" 

2^00     g300 

2*'""  .  100'"" .  3'"""  .  100'"" .  IOV12  K 

•    5500 

V5" 

10    \/l2^ 

=   0,03644 

95 


Aufgabe  90.  Eine  Urne  enthält  7  weisse 
und  3  schwarze  Kugeln,  man  zieht  1111  Kugeln, 
welches  ist  die  wahrscheinlichste  Anzahl  weisser 
und  schwarzer  Kugeln,  die  gezogen  werden 
dürfte? 


Nebenrechnung: 

2,0457141 


Auflösung.     Die   Wahrscheinlichkeit 
das  Ziehen  einer  weissen  Kugel  ist 


für 


log  111,1  = 

log  1111  = 

log    111  = 

log    778  ^- 

log    333  = 

log        7  = 

log        2  Tt  — 


3,0457141 
2,0453230 
2,8909796 
2,5224442 
0,8450980 
0,7981799 


lllllog  111,1  =  2272,7883651 


P  = 


10 


also     q 


€> 

lÖ 


daher  bestimmen  sich  «  und  [i  nach  Gleichung  (3) 
auf  Seite  64  da: 


1111 


IUI 


7 

iö 
s 
10 


778 


333  + 


10 
3^ 
10 


ist: 


a  =  778 
ß  =  333 

Es  hat  also  das  Ziehen  von  778  weissen 
und  333  schwarzen  Kugeln  die  grösste  Wahr- 
scheinlichkeit.   Dieselbe  ergibt  sich 

^T  Vio/    "  \io/ 


um 


778!  333! 


llll"^^  \/2^-llll 
333333  Y/2^ 


r-778    q333 


.3^ 


-   (lll,lf 

=  0,02612 


778  V2  IC  .  333      10^ 
/_7  x'^8      j_      338         y  ^^^^ 

\nsj   '  [ni)     V  271.773. 


3 .  333 


778  log  ^3 


331  log 


111 


log 


V    2^.777.: 


777.333 


0,3041152  -  1592 
0,9074410—    682 

0,4170552  —       2 


log  w  =        0,4169765 
lü  =  0,02012 


Anmerkung  23.  Die  in  den  beiden  letzten  Aufgaben  gefundenen  Wahrscheinlich- 
keiten sind  an  und  für  sich  sehr  klein,  im  Verhältnis  aber  zu  den  Wahrscheinlichkeiten 
der  übrigen  Kombinationen  von  weissen  und  schwarzen  Kugeln  sehr  gross.  Wir  fanden  in 
Aufgabe  89,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  von  200  weissen  und  300  schwarzen 
Kugeln  aus  der  Urne  die  2  weisse  und  3  schwarze  enthält  den  Wert  w  =  0,03644  hat. 
Suchen  wir  einmal  den  Wert  der  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei  den  500  Zügen  100  weisse 
und  400  schwarze  erscheinen,  so  ist  derselbe  nach  Formel  8 
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''  ~  liooj  I5 j    •  (-57 


VS^-  500 


und  es  ist: 


100^^^  400*^®  V2^  .  100  \/2^  -400 
"~   \5Ö/        \4/      '10  V    8:r 


100 

=      0,1030000  —  170 
oO 


log  (-r-j  =      0,9845200—    51 

log  -1-  \/ A  =      0,6493651  —      2 
^    10     V    8- 

log  100^^^  =  200, 


oder 


log  w^  —      0,7368851  — 
log-l^=:    21,2631149 
i  =  10^-^'^ 
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-1   -    10^1,3 

Es  ist  also  w^  ein  Bruch,  dessen  Zähler  1  und  dessen  Nenner  eine  22  zifferige  Zahl 
ist.  Von  der  Grösse  dieser  Zahl,  also  der  Kleinheit  von  w^  kann  man  sich  kaum  einen 
Begriff  machen.  Würde  man  aus  einer  Urne  Kugeln  ziehen  mit  einer  solchen  Geschwindig- 
keit, dass  man  10  Millionen  Kugeln  in  der  Sekunde  zieht,  so  müsste  man  10  Millionen 
Jahre  hindurch  ziehen,  damit  die  Anzahl  Kugeln  durch  eine  22  zifferige  Zahl  ausgedrückt  wird. 

Das  Jahr  hat  nämlich  10^'^  Sekunden,  also  werden  in  einem  Jahre  10^  X  10^'^  =  10^*''' 
Kugeln  gezogen,  da  in  einer  Sekunde  10^  Kugeln  gezogen  werden.  In  10^  Jahren  werden 
daher  10^*'^ .  10^  =  10^^'^  Kugeln  gezogen,  was  eine  22  zifferige  Zahl  darstellt. 

Würde  man  gar  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  bestimmen  wollen,  dass  in  den  500  Zügen 
lauter  weisse  Kugeln  erscheinen,  die  sich  dann  gleich 


ergibt  also 

log  ^2  =  0,03  — 199 

log—  =  198,97 

Wo 

1_    ^    10198,9 
W., 

1 


Es  ist  daher  w.  ein  Bruch,  dessen  Zähler  1  und  dessen  Nenner  eine  199  zifferige  Zahl  ist. 
Da 

w.  10^1'^  1 


W,  10^98.9  10777, 


w^  —  w. .  10^^^' 
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d.  h.  w^   muss  mit  einer   178 zifferigen  Zahl  multipliziert  werden,  um   den  Wert  w^    zu 


1 
n  und  da.  w  =      2,4»  so  ist 

jv        10 
w 

also 


21,3 


.19.7 


IV   :=    Wi  .  10 

d.  h.  w^  muss  mit  einer  20 zifferigen,  also  w^  mit  einer  198 zifferigen  Zahl  multipliziert 
werden,  um  den  Wert  w  zu  geben.  Man  sieht  hieraus  deutlich,  wie  ungeheuer  gross  w  im 
Verhältnis  zu  w^^  oder  gar  w^  ist. 


Aufgabe  91.    Eine   Urne   enthält   weisse 
und  schwarze  Kugeln  in  gleicher  Anzahl,  man 

macht  1000  Züge  aus  derselben  und  legt  die       Auflösung.    Wir   wenden  die  Formel   10 
Kugel  jedesmal  zurück,  nachdem  man  sich  ihre   an,  indem  wir: 
Farbe  notiert  hat.   Welches  sind  die  relativen  1  1       ^ 

Wahrscheinlichkeiten   dafür,   dass   unter  den  P  =  2?  ^  ~  2^'    'a~x  ~  ^ 

gezogenen  Kugeln  sich  -,.  ^   .  :,.     n, 

1.  500  weisse  und  500  schwarze  setzen  liefert  dieselbe: 

„  w  =  0,094661 .  Tj 

'•  1  &" 

■n  =  -^-=  e-i- 


2.  510 

j> 

„  490 

3.  520 

>' 

„  480 

4.  550 

,, 

.,  450 

5.  600 

>) 

„  400 

befinden? 

loV/5 

also  zufolge  der  Tafel  I,  wenn  wir  der  Reihe 
nach  setzen: 

w  =  0,094661 .  0,56419  =  0,05341 

w  =  0,094661  .  0,48077  =  0,04551 

w  =  0,094661 . 0,25098  =  0,02376 

lü  =  0,094661 .  0,00446  =:  0,00042 

lü  ==  0,094661 . 0,00000  =  0,00000 

Die  letzte  Wahrscheinlichkeit  würde  noch 
in  der  7*«^  Dezimalstelle  keine  giltige  Ziffer 
aufweisen. 


Jl   =  0, 

4  =  0 

71   =    10 

4=0,4 

n  =  20 

i   =0,9 

n  =  60 

4  =2,2 

n   =  100 

4  -4,5 

Aufgabe  92,   Aus  einer  Urne,  welche  gleich 
viel  weisse  und  schwarze  Kugeln  enthält  werden 

20   Züge   gemacht,    nach   jedem  Zuge    wird       Auflösung.     Die  Wahrscheinlichkeit,  eine 
die  Kugel  wieder  zurückgelegt.     Es  sind  die  weisse  Kugel  zu  ziehen,  ist 
relativen  Wahrscheinlichkeiten  zu  vergleichen,  -^  ■, 

welche  sich  für  die  einzelnen  Kombinationen  p  =  ^    ^^^^  ist   q  =     . 

von    weissen    und    schwarzen    Kugeln    nach 
Formel  8  und  10  ergeben.  Setzt  man 

(1  +  1)20=  2/o+2/i  +  --  +  2/9  +  2/io  +  yii  +  ...2/2o 
so  ist  nach  Formel  8 

u:.  =:1L  =  J__        20! 


220  220    (20— 0!  2'! 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  unter  den 
20  Kugeln  20  —  i  weisse  und  i  schwarze  sind. 

B  o  b  e  k ,  Lehrbuch  der  V^ahrscheinliohkeitBreohnung.  7 
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Nach  Frage  15   ist  aber  das  Maximalglied 
unter  den  y.  das  Glied 


2/10 


/20\  20! 

(10)  =  loTlÖ!  =  ^^^'^^ 


und  wir  bezeichnen  mit  w^  die  Wahrschein- 
lichkeit derjenigen  Kombination,  die  um  n 
schwarze  Kugeln  mehr  hat  als  diejenige,  der 
das  Maximalglied  entspricht,  so  dass 

2/104-w, 

ist. 

Nun  gibt  die  Formel  10,  wenn  mit  A  eine 
Konstante  bezeichnet  wird 


\/2lJ  q  l^scym 
wobei 

!>  =  {?=  2'       ^  =  20 
zu   setzen    ist.    Hiebei  bezeichnet  ~-z—-    die 

Anzahl  wie  vielmal  das  Ereignis  öfters  ein- 
tritt als  der  grössten  relativen  Wahrschein- 
lichkeit entsprechen  würde,  d.  h.  es  ist 


der  früheren  Formel  zu  setzen,  wenn  W  sich 
auf  dieselbe  Kombination  beziehen  soll,  wie  w^ 
wir  erhalten  daher,  da 


4=' 


wird 

W^  —  Ae  -w 

Sollen  nun  W„,  welches  nur  relative  Werte 
sind  und  w^  verglichen  werden,  so  müssen 
wir  eine  Vergleichseinheit  wählen.  Wir  wollen 
zu  dem  Zwecke  A  so  wählen,  dass 

ist,  d.  h.  wir  setzen 

.  _  2/10  _  184756^ 

so  dass  nun 

184756    _^1 

W,  -   -^-  e    10 

und 

_  Vio+n  _    1    . 20!^ 

'^(^n  —     2"^^     ""22'''    (10  +  n)!(10  — n)! 

wird. 
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Setzt  man 


w. 


.2''0  =  2/„     und     TF„2'-«  =  Y„ 


und  berechnet  die  einzelnen  Werte,  so  ergibt 
vorerst: 

,j,  =  184756 
^  7/i  =  167960 

7/2  =  125970 


Vi  = 

77520 

2/4  = 

38760 

Vs  = 

15504 

Va  = 

4845 

Vi  — 

1140 

2/8  = 

2/9  = 

190 
20 

Die  Werte 

1 
«2 

r  =  184756  e~ iö 

können  wir  mittels  der  Tabelle  I  berechnen 
oder  auch  direkt.     Es  ist 


loff  Y.  =  loff  184756 


10 


loi 


log  Y, 

log  Y, 

log  Y3 

loo'  Y4 

log  Yß 

log  Ye 

log  Y, 

log  Ya 

log  Y« 

loff  Y. 


=     5,2665986 
:=     5,2665986 

=  5,2231691 
=  5,0938808 
=  4,8757336 
=  4,5717274 
=  4,1808603 
=  3,7031384 
=  3,1385555 
=  2,4881138 
=  1,7488132 
=  0,9236536 


10 


0,4342945 


^2     0,04342945 

Yo  =  184756 

Yt  =  167174 

Yo  =  124134 

Y3  ^  75117 

Y4  =  37301 

Y5  r=  15165 


■^10  — 


5048 
1376 

308 
56 

8 


Wir  haben  also  folgende  Zusammenstellung 


?/o  =  184756 

7/j  =  167960 

?/g  =  125970 

2/,  =  77520 


Yo  =  184756 


2/4  = 

2/6  = 

2/6  = 

2/t  = 

2/8  =^ 

2/9  = 
2/10  = 


38760 

15504 

4845 

1140 

190 

20 

1 


Y\  = 

167174 

y  - 

124134 

^^3  = 

75117 

^4  = 

37301 

y,  = 

15165 

^6  = 

5048 

Yr  = 

1376 

Y8  = 

308 

Y,= 

56 

r,o  = 

8 

Es  ist  mithin 

yi  =  ^ o>  yi>  ^ n  2/2>  ^2,  .y8>  i'3,  2/4>  i'4  u.  ^5> ^'5 
und  zwar  sind  die  e  Unterschiede  sehr  gering 
im  Verhältnis  zur  Grösse  der  Zahlen.  Dahin- 
gegen werden  von  Y.  an  diese  kleiner  als  die 
entsprechenden  Y  und  zwar  ist  diese  Ungleich- 
heit zunehmend  mit  wachsendem  Index,  so 
dass  schon  Yg  >>  2  ^9. 

Für  kleine  Werte  von  n,  d.  h.  in  der  Nähe 
des  Maximalgliedes,  ist  die  Übereinstimmung 
eine  hinreichend  gute. 
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Anmerkung  24«    Wenn  man  sich  dieses  Resultat  graphisch  vorstellen  will,  so  er- 
gibt sich  die  folgende  Figur. 

Figur  13. 


Die  Curve  G  enthält  die  Endpunkte  der  Ordinaten  y  und  T  die  Endpunkte  der  Y. 
Dann  verlauft  bis  M  die  Curve  G  über  der  Curve  V  von  M  ab  unter  derselben.  Hiebei 
ist  5<oiV<6,  wenn  oN  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  M  beider  Curven  ist.  Man 
kann  hieraus  den  Schluss  ziehen,  dass  für  kleine  n  und  grosse  m  die  Curve  G  durch  die 
Curve  r  ersetzt  werden  hann,  d.  h.  dass  für  grosse  m  und  kleine  Werte  von  n  man  an 
Stelle  der  Formel  8  die  Formel  10  setzen  kann,  wenn  man  nur  die  Ordinate  für  4  =  o 
gleich  der  Maximalordinate  der  Curve  macht,  die  die  Formel  8  liefert. 


Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  93.  Eine  beratende  Versammlung  Andeutung.  Die  Auflösung  geschieht  in  An- 
besteht aus  512  Personen,  von  denen  382  der  lehnung  an  die  Aufgabe  71. 
Majorität  und  130  der  Minorität  angehören. 
Es  werden  zu  einem  Ausschusse  aus  der 
ganzen  Versammlung  25  Mitglieder  ausgelost, 
welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
im  Ausschusse  sich  15  Mitglieder  der  Majo- 
rität und  10  der  Minorität  befinden? 


Ungelöste  Aufgaben. 
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Aufgabe  94.    Welches  ist  die  Wahrschein-       Andeutung.    Hiezu  'fst '  notwendig,   dass   von 

lichkeit,   dass   bei   der  obigen  Auslosung  die  ^er  Minjorilgjt  hödibiiefls;  ];2 /Mitglieder  in  den 

Majorität  im  Ausschusse  auch  durch  die  Mit-  J%lit>drigexi  AusscAbks  ain^voüen     Die  gesuchte 

glieder  der  Majorität  der  ganzen  Versammlung  Wahrscheinlichheit  berechnet   sich   dann  nach 

vertreten  wird?  Autgabe  73. 


Aufgabe  95.  Welches  ist  die  Wahrschein-       Andeutung.     Die    Lösung   geschieht,   wie   in 
lichkeit,  dass  bei  einer  Lotterieziehung  wenig-   Aufgabe  75. 
stens  eine  zweizifferige  Zahl  erscheint? 


Aufgabe  96.  In  einer  Urne  sind  15  weisse, 
20  schwarze  Kugeln,  man  zieht  8  Kugeln  auf  ein- 
mal heraus ,  welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  unter  denselben  wenigstens  1  weisse 
ist?  Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
wenigstens  1  schwarze  unter   denselben   ist? 


Andeutung.    Dio  Lösung  geschieht  nach  Auf- 
tbe  74. 


Aufgabe  97.  Eine  Urne  enthält  12  weisse  Andeutung.  Man  muss  zuerst  nach  vorher- 
und  24  schwarze  Kugeln,  welches  ist  die  gehender  Aufgabe  die  Wahrscheinlichkeit  be- 
relative Wahrscheinlichkeit,  dass  unter  8  auf  stimmen ,  dass  unter  den  8  Kugeln  wenigstens 
einmal  herausgezogenen  Kugeln  wenigstens  J^^^.  schwarze,  resp.  eine  weisse  auftritt,  dann 
1  schwarze  ist,  gegenüber  der,  dass  unter  ^f^'T*  sich  die  relative  Wahrscheinlichkeit 
ihnen  wenigstens  1  weisse  ist.            nach  J^ormel  6. 

Aufgabe   98.     A   und  B  spielen  Würfel.  Andeutung.    Die  Lösung  geschieht,  nach  der 

Es  gewinnt  A  wenn  er  3  mal   eine   unererade  a   i,    ■,     nn                                      1      , 

Ziffer  aufwirft,  B  wenn  er  2  mal  eine  gerade  ^""^^^^^  ^^'  ^""^  man  p  =  g  =  ^imda=3 

Ziffer  wirft.     Welches  sind  die  Wahrschein-  ^  =  2  setzt. 
lichkeiten,  dass  A  resp.  B  das  Spiel  gewinnt? 


-  Aufgabe  99.    Eine  Urne  enthält  3  weisse       Andeutung.    Die  Auflösung  ist  allgemein  in 
ui]d  2  schwarze  Kugeln,   es   werden   5  Züge   der  Aufgabe  78  gegeben: 
gemacht.    Welches   ist   die   Wahrscheinlich- 
keit dafür,  dass  wenigstens  3  weisse  Kugeln 
erscheinen?  Nach  jedem  Zuge  wird  die  Kugel 
wieder  zurückgelegt. 

Aufgabe  100.  Zwei  Personen  A  und  B  Andeutung.  Diese  Aufgabe  wurde  als  Auf- 
spielen mit  einander.  A  hat  noch  a  Stiche  B,  gäbe  76  bereits  gelöst.  Eine  andere  Lösung  folgt 
b  Stiche  zu  machen  um  das  Spiel  zu  ge-  aus  Aufgabe  78,  wenn  man  annimmt,  dass  A 
winnen.  Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  S^?,^,  alle  ??2  =  a  +  h—i  Spiele,  in  denen  ihr 
dass  A  resp.  B  das  Spiel  gewinnt?  ^1''^.^  beendet  sein  muss,    spielen    und  dass  A 

^       °  gewinnt,  wenn  er  von  diesen  m-Spielen  wenigstens 

«gewinnt.  B  hat  dann  gewonnen,  wenn  er  von 
diesen  m-Spielen,  wenigstens  b  gewinnt.  Die 
Auflösung  hat  dann  dieselbe  Form,  wie  in  Auf- 
gabe 78,  wenn  h  :=  a,  resp.  k  ^=  b  gesetzt 
wird. 
^  Es  lassen  sich  diese  gefundenen  Werte  für 
die  Wahrscheinlichkeiten  auch  transformieren, 
in  die  Werte,  die  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  76 
gefunden  wurden.  (Vergleiche  Laplace,  Theorie 
analytique  des  Probabilites,  pag  209) 

Aufgabe   101.     Eine   Urne    enthält   3  mal       Andeutung.    Die  Lösung  geschieht  nach  Auf- 
soviel weisse  als  schwarze  Kugeln ,   welches  gäbe  79. 
ist   die  Wahrscheinlichkeit   dafür,    dass   bei 
15    Zügen   wenigstens    1    weisse   Kugel    er- 
scheint? Die  gezogene  Kugel  wird  nach  jedem 
Zuge  zurückgelegt. 


102 


Ungp.l(jste  Aufgaben. 


Aufgabe  102.  Eine  Urne  enthält' it  weisse       Andeutung.    Die  Lösung  ist  allgemein  in  Auf- 
und  21  schwarze  Kugoli-, 'Vie  dei  Züg-e  muss   gäbe  81  gegeben, 
man   machen,    damit   die  Wuhrsciieinlichkeit 
dafür,  dass  wenigstens  eine  weisse  Kug-el  gezo- 

1      9      99 
gen  wird,  den  Wert  g»  30"'  100  ^^^^^*^ 


Aufgabe  103.  Eine  Urne  enthält  500  Kugeln.       Andeutung.    Die  Lösung  ist  allgemein  in  Auf- 
Wie  viel  weisse  und  wie  viel  schwarze  Kugeln   gäbe  83  gegeben, 
muss   sie   enthalten,   damit  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,   dass  in  10  Zügen  wenigstens 

eine   weisse  Kugel    erscheint,   den  Wert  -^ 

annimmt  ? 


Aufgabe  104.  Welches  ist  die  Anzahl 
schwarzer  und  weisser  Kugeln  der  Auf- 
gabe 103,  wenn  die  Wahrscheinlichkeit  die 
9      99 


Werte 


4'   10'  100 


annehmen  soll? 


Aufgabe  105.  Eine  Urne  enthält  5  weisse,  Andeutung. 
7  schwarze,  9  rote  und  11  grüne  Kugeln.  Aufgabe  86. 
Welches  sind  die  Wahrscheinlichkeiten  da- 
für, dass  bei  5  Zügen  wenigstens  3  weisse, 
3  schwarze,  3  rote,  3  grüne  erscheinen?  Nach 
jedem  Zuge  wird  die  gezogene  Kugel  zurück- 
gelegt. 


Die   Lösung    geschieht,    wie   in 


Aufgabe  106.   Eine  Urne  enthält  5  weisse,       Andeutung. 
5  schwarze,   5  rote  Kugeln,   welches   ist  die   gäbe  86. 
Wahrscheinlichkeit,    dass   bei   6  aufeinander 
folgenden   Zügen   wenigstens    2   weisse   und 
1  rote  Kugel  erscheinen? 


Zur  Lösung   vergleiche   die  Auf- 


Aufgabe 107.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  wenigstens  eine  Kugel  (Auf- 
gabe 106)  jeder  Farbe  erscheint?      


Aufgabe  108.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  bei  10  Zügen  wenigstens  3  von 
jeder  Farbe  erscheinen?     (Aufgabe  106). 


Aufgabe   109.     In   wie   viel   Würfen   mit       Andeutung.     Man  verwende  hiezu  die  Formel, 
einem  Würfel    wird    die    Wahrscheinlichkeit,   welche  in  Aufgabe  82  angegeben  wurde. 

die  1  zu  werfen,  den  Wert  ^  erhalten? 

9 
In  wie  viel  Würfen  den  Wert  -j^? 


Aufgabe   110.     In  wie    viel  Würfen   mit       Andeutung, 
zwei  Würfeln  wird  die  Wahrscheinlichkeit,  einen   gäbe  82. 

Pasch  zu  werfen,  den  Wert  ^   annehmen  ? 


Vergleiche  Erklärung  5  und  Auf- 


Ungelöste  Aufgaben. 
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In    wie   viel   Würfen  mit 
die   Wahrscheinlichkeit  als 

Summe  8  zu  werfen,  den  Wert  ^  annehmen? 


Aufgabe  111. 

2    Würfeln   wird 


Andeutung.    Vergleiche  die  Aufgabe  6. 


Aufgabe   112.     In   wie    viel   Würfen   mit  Andeutung.    Man  muss  erst  die  Wahrschein- 
drei Würfeln  wird  die  Wahrscheinlichkeit  einen  lichkeit  für  das  Werfen  dreier  gleicher  Ziffern 

1  bestimmen. 
Pasch  zu  werfen,  den  Wert  ^  erreichen? 


Aufgabe  113.     Wie   gross   ist  die  Wahr-       Andeutung.    Die  Lösung  ist  nach  Aufgabe  78 
scheinlichkeit   aus   einer  Urne,   die   2  weisse   zu  machen, 
und  3  schwarze  Kugeln   enthält  in   8  Zügen 
wenigstens  2  weisse   und  höchstens  6  weisse 
Kugeln    zu    ziehen,    wenn   die   Kugeln   nach 
jedem  Zuge  zurückgelegt  werden? 

Aufgabe  114.  Zwei  Personen  spielen  „Kopf      Andeutung.      Die    Wahrscheinlichkeiten    für 
und  Adler",   welches   ist   die  Wahrschein-   beide  Personen  sind  hier  gleich  für  jeden  Wurf, 
lichkeit,  dass  bei  15  Würfen  höchstens  8  mal 
und  wenigstens  3  mal  „Adler"  geworfen  wird  ? 

Erklärung33.  Das Spiel„Kopf  und  Adler" 
oder  auch  „Schrift  und  Wappen",  besteht 
darin,  dass  eine  Münze  in  die  Höhe  geworfen 
wird  und  je  nachdem  die  Seite  auffällt,  welche 
den  Adler  oder  den  Kopf  trägt,  gewinnt  der 
eine  oder  der  andere  der  Spieler. 


Aufgabe  115.  Eine  Urne  enthält  3  weisse 
und  5  schwarze  Kugeln,  man  macht  1600  Züge, 
welche  Anzahl  weisse  und  scliwarze  Kugeln 
haben  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  gezogen 
zu  werden?  Und  wie  gross  ist  diese  Wahr- 
scheinlichkeit? 


Andeutung.    Vergleiche   hiezu  die  Frage    15 
und  die  Aufgabe  89. 


Aufgabe  116.  Eine  Urne  enthält  4  weisse 
und  7  schwarze  Kugeln,  man  macht  1000  Züge, 
welche  Anzahl  weisser  und  schwarzer  Kugeln 
hat  die  grösste  Wahrscheinlichkeit,  gezogen 
zu  werden?  Wie  gross  ist  diese  Wahrschein- 
lichkeit? 


Aufgabe  117.  Man  macht  599  Würfe  mit 
einem  Würfel,  welche  anzahlmalistes  am  wahr- 
scheinlichsten, dass  die  „1"  geworfen  wird? 
Wie  gross  ist  diese  Wahrscheinlichkeit? 


Aufgabe  118.  Aus  einer  Urne  die  2  weisse,       Andeutung.    Es  ist  die  Formel    10  anzuwen- 
3  schwarze  Kugeln  enthält  werden  30000  Züge   den,  in  welcher^ 
gemacht,   welches   sind   die  relativen  Wahr- 
scheinlichkeiten, dass: 

1.  12000  weisse,  18000  schwarze  Kugeln 


P  = 


m  =  30000 


2.  11988   „ 

18012 

3.  11940   „ 

18060 

4.  11880 

18120 

5.  11760 

18240 

gezogen  werden? 

und  -X—  =  n  zu  setzen  ist. 


X04  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  119.  Wie  gross  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit mit  2  Würfeln  bei  25  Würfen 
wenigstens  2  mal   die  Summe  10  zu  werfen? 


.     Aufgabe  120.   Wie  viel  Würfe  muss  man      Andeutung.    Vergleiche  die  Aufgabe  82. 
mit  3  Würfeln  machen,  damit  man  die  Wahr- 
scheinlichkeit 2  ^^^  <^Gn  Pasch  6,   6,   6   zu 
werfen  ? 


B.  Über  das  Theorem  von  Jacpes  BernouUi. 

Frage  20.     Wie  lautet  das  Bern oul- 
lische  Theorem? 

Erkl.    34.     Es  lebten   mehrere  bedeutende        Antwort.    Das  Bernoullische  Theo- 
Mathematiker ,    welche    den    Namen  BernouUi   rem  lautet: 

führten      Der  älteste  von  ihnen  war  J  jg|.  ^j^     Wahrscheinlichkeit 

BernouUi  (1654—1705)  Professor  der  Mathe-      .  f,       .        .  r.      .         u    t    u- 

matik  in  Basel.  Sein  Hauptwerk  über  die  ^mes  Ereignisses,  S  eine  beliebig 
Wahrscheinlichkeitsrechnung :  „Ars  conjectandi"  gegebene,  beliebig  kleine  Grösse, 
erschien  (1713).  Sein  Nachfolger  war  sein  Bruder   so  kann   man  stets  eineZahlmso 

^.2^.^^^i^.f'^^;■^^^•^^^nl'nn^?™^^  bestimmen,  dass  bei  w  Versuchen 

(1695—1726),   Daniel  (1700—1782),   Johann     ,  .       '.  i       •     .    •.  . 

(1710-1790)  verschiedene  Gebiete  der  Mathe-  das  Ereigniss  m'-mal  eintritt,  so 
matik  durch  ihre  Arbeiten  bereicherten.  Daniel  zwar,  dass  die  Wahrscheinli ch- 
Professor  der  Mathematik   in  Basel,   hatte  die  m' 

Söhne    Johann,    geb.    1744,    gest.    1807    als   keit    TF  dafür,    dass   — o<p <o 

Direktor  der  Akademie  in  Berlin  und  Jakob  ^^^ 

geb.  1759,  gest.  1789  als  Professor  der  Mathe-  ist,  beliebig  nahe  der  Einheit  ge- 

matik  in  Königsberg.  Der  jüngste  Karl  Gustav,    bracht  werden  kann. 

geb.  1834,  starb  als  Naturforscher  1878  in  San 

Francisco.  I.   Hllfssatz:  Ist 

^a  +  hT   =    a-  4-    (T)  ^"^"^  ^  +  (2')   «'""'  Z>^-f  .  .  .  .  +  r   .  .  .  (1) 

und  m  =^  r  {a4-h) (2) 

so  kann  man  immer  m  so  bestimmen, 
dass  das  Verhältnis  des  grössten  Gliedes 
der  rechten  Seite  zu  dem  Gliede,  welches 
ihm  um  r  Stellen  vorausgeht  oder  folgt 
jede  beliebig  vorgegebene  Grösse  C  über- 
trifft. 

Ist  also  M  das  grösste  dieser  Glieder 
und  bezeichnet  man  mit  Lr  das  Glied, 
welches  diesem  M  nach  r  —  1  anderen 
Gliedern  folgt  und  mit  L-r  das  Glied; 
welches  M  vorangeht  um  r  —  1  Glieder, 
so  soll,  wenn  C  beliebig  gross  genommen 
wird,  m  so  bestimmt  werden  können,  dass 

und  gleichzeitig 

^>C  ist. 


über  das  Theorem  von  Jacques  BernouUi.  iq^ 

Wir  haben  schon  in  der  Anmerkung  23 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  das 
grösste  Glied  der  Entwicklung  von 
(P+^r  unmessbar  grösser  ist  als  die, 
welche  ihm  in  gewissem  Abstände  voran- 
gehen oder  folgen.  Nun  wollen  wir  be- 
weisen, dass  dieses  Verhältnis  jede 
Grenze  überschreiten  kann. 

Vor  allem  ist  das  grösste  Glied  der 
Entwicklung  von  (^.  +  ^^r  zu  bestimmen. 
Dieses  liefert  uns  die  Antwort  auf  die 
Frage  15,  wenn  wir  nur 

ci'  ,  b 

p  =  -  ,-r  und  q  =      -— 

setzen,  direkt  als  dasjenige  Glied,  für 
welches  die  Exponenten  von  p  und  q, 
also  für  uns  die  Exponenten  von  a  und  b 
gegeben  sind  durch  die  dortige  Gleichung(3) 

a 

a   =   mp  =  m  — -,,-  =  ra 
a-f-b 

ß  =  mq   =   m       '-  =  rb 


Es  ist  also 


ai-b 


(4) 


nr_(.ra  +  rb)l     ,«     , 

(ra):  (rb)\  ^^ 

und  daher 

{ra  —  r)\  {rb  +  r)\^        ^ 

T         _  (ra+rb)\  ra-r  .n+r 

(m  +  r) !  (rb  —  r) ! 

die  Glieder,  welche  ilfnach  r  —  1  Glieder 
folgen,  oder  welche  M  um  r  - 1  Glieder 
vorausgehen. 

Mithin  ist 

_i¥_  ^  (ra  —  r)l  {rb  +  r)l       a 
~  Lr  (m)!  {rb)\         *    j/ 

M     ^  {ra-\-r)\  (rb  —  r)l       V 
L-r  {ra)\  (r&T!  *    ^'' 

und  wir  bemerken,  dass 

übergeht  m     —^ — 

wenn  man  a  mit  b  vertauscht. 


(5) 


IQQ  Über  das  Theorem  von  Jacques  Bernoulli. 

Wir  betrachten  vorerst 

M     {ra  —  r)l  {rb-{-r)l      a 

Lr  M!lr&)T~     •  'Y'' 

indem  wir  es  in  der  Form 

M      ^  (m -_r) !  (rb  +  r)  (rh+jr--l)_  .  .  .  (rb+l).(rb)l       a 
'       "TT  {ra—rj\(ra—r+l){ra  —  r'i-^),.ra.(rb)l     '    }{ 

^  {rb  +  r)  (r6  +  r— 1)  .  .  .  .  .  {rb+\)  ^  _a[_ 
~~  (m  — r  +  1)  (m  — r  +  2)7.  .  ra  '     b'' 

__        rb+r  a       rb  +  r—1^     _^    .  .  .  .  ^^+^       ^ 

"~  JcT-^r  +  T  '  'V  '  ra  —  r  +  ^    '    b  ra      '   b 

schreiben,  zu  iedem  der  r  Brüche  einen 
Erkl.  35.    Es  bedeutet  ^'         ** 

k  Faktor   ,  setzend.  Kürzer  schreiben  wir: 

das  Produkt   aller   Faktoren  F„  P^  .  .  bis  F^         ^      =    LI      ^^ +lZll^    .  ^  _  (6) 
also  ^r  I     Im  — r  +  ^+l     6 

"Pf  ^.  =  ^.  -^1  -^^     •  •  •  ^.  Es  ist  aber 

0 

1+^  ' 


rb  +  r  —  i         a  b        rb 


ra — r  +  ^  +  l      b  . 1    .  i+^ 

a        ra 

Wir  setzen  w  also  auch  a  sehr  gross 

1 
voraus,  so  dass       sehr  klein  ist  und  da 

a 
ij^l  <;  r   für   alle  von  in  Betracht  zu 

ziehenden  i  ist,  so  kann  man 

■+'.0-'±^K'.('-'i')"+---- 

setzen  oder,  wenn  man  die  Glieder  mit 
-« ,  ihrer  Kleinheit  wiegen,  vernachlässigt, 
wird 


ra  —  r  + 
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woraus  ersichtlich,  dass  für  alle  i  <  r—1 
das  Gliede 

rb-\-  r  —  i        a 
~ra  —  r  f  *  +  l  ~  h^  ^  '  '  '  '    ^^^ 

ist,  dass  aber  die  Glieder  mit  wachsen- 
den   z    abnehmen,    indem    der    Faktor 

(^ ^)  ^"^  ^^r  obigen  Entwicklung 

abnimmt. 
Nun  ist  für 
i  =  o  rh  +  r_  ^  a       6  +  1 

•  •  •  ra  —  r  +  \     h  ^      h 

ra        h  b 

nachdem 

{rb+r)a     _  b+  1  __  (r—l)(b  +  \) 

(ra—r+l)b  b  ~  b(ra  —  r+l) 

und 

rb-i-l  ^  a  _  b_+J.  __  __ (r—1) 

ra        b  b  ~  rb 

ist.    Es  wird  daher  einen  Wert  Ä;<r — 1 
von  i  geben,  für  welchen 

rh+r  —  k        a  ^b  +  1       rb+r  —  k—  1    a 
ra  —  r  +  k  +  l'b  b  '  ^  ra  —  r  +  k^-^' h    •   •  *  '  (ö) 

Erkl.  36.    Durch  die  Bedingung  (8)  ist  k  ist,  und  mithin  wird,  da  die  Glieder  mit 
vollständig  bestimmt.  wachsendem  i  abnehmen,  für  allej^Ä; 

rb~\-r  —  i         ^^6  +  1 
ra  —  r  +  i-\-l     b  ~      b 


sein,  also  auch 

771  (    rb  +  r-i     \  a       /b+lf 
I     i   \ra~r  +  i+U  S^V     b     / 

o 

und  da  nach  der  Relation  (7)  sicherlich 

-TTT  ^_^b+r-i    \ 
I     I    Vra  — r -f  ^-h  1/ 


ist,  so  wird  auch  stets 

irt  (-^±tL  i±\ « ^  ß+^y 

\     I   \ra-r+i-{-\J  b^\     h     ) 


108  Über  das  Theorem  von  Jacques  BernouUi. 


also  nach  Gleichung  (6) 
Soll  nun 


sein,  wobei  C  willkürlich  gegeben  ist,  so 
folgt,  dass  es  genügt 

'>C (9) 


Q¥) 


ZU  machen,  damit  der  gewünschten  For- 
derung genügt  wird. 

Aus  (9)  folgt  dann,  dass 

=  log  (b  -f  1)  —  log  ^ 
genommen  werden  muss. 

Hat  man  auf  diese  Art  k  bestimmt, 
so  Uefert  die  Bedingung  (8)  für  r  die 
Beziehung 

'•^^■  +  ^+m ^''^ 

und  also 


m 
damit 


>[fc  +  H-j^7^](«  +  &)  --(IS) 


f>C  ist. 


Soll  auch 

sein,  so  ergibt  sich  aus  der  Bemerkung, 
dass    Y-  übergeht  m  -y 

jLr  L—r 

wenn  man  a  mit  h  vertauscht,  dass  man 
vorerst  eine  Zahl  k^  bestimmen  muss, 
für  welche 

^,>,^^-^,^^-  ..(10a) 
'  -^log(ai-l)  — log« 

ist,  sodann  r^  annehmen  muss,  so  zwar, 
dass 

r,>Ä-,M-i-^\ (IIa) 
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ist,  wodurch  sich  dann  m^  ergibt 

m,>[k,  +  l+^^~](a  f  ö)  .  .  (12a) 

Ist  nun  m^  <  m,  so  wird  für  m  nicht 
bloss 

£>« 

sondern  auch 

da  schon  m^  der  Bedingung  (12  a)  genügt. 
Ist  m^  >  m,  so  wird  für  w^  nicht  bloss 

sein,  sondern  auch 

sich  ergeben,  da  dann  m^  auch  der  Be- 
dingung (12)  genügt. 

Wählt  man  daher  unter  den  beiden 
Werten  m,  m^  den  grösseren  aus,  so  ge- 
nügt dieser  sicherlich  den  Anforderungen, 
dass 

f  >C    und      /^>C 

ist,    womit    der  Hilfssatz    bewiesen    er- 
scheint. 

Um  den  Gang  der  Rechnung  zu  zeigen, 
wählen  wir  a  =  2,  &  =  3  und  C  =  10*. 

Dann  liefert 

Gleichung  (10) 

/.>  ^  ^  ^ 

'^^  log  4  — log  3        0,1249387 

k:>32 

Gleichung  (11) 

r:>m 

und  schliesslich  Gleichung  (12) 
m  !>  49  .  5 
m  ^  245 
Anderseits  liefert  Gleichung  (10a) 


log  3  — log  2         0,1760913 
k^  >  23 


HO  über  das  Theorem  von  Jacques  Bernoulli. 

Gleichung  (IIa) 


ri>47 
und  Gleichung  (12  a) 
m^ >  47  .  5 
m^  >  235 

Es  genügt  also  m  =  245  zu  nehmen, 
damit 

sowohl    Y~~      ^Is      j. — ' 

^49  ^-49 

grösser  als  10000  ist. 

Es  ist  auch  thatsächlich  für  m  =  245 

1/    ^^^- 92  .  49  o3  .  49 

"  (2.49)!  (3.49)!  " 


und 


245!  ^49o4.49 


^49  —  49!  (4.49)!  -^ 

nach  Gleichungen  (4);  also  ist 

M  __      49!  (4.49)!  /2\'' 

L^l  ~  (2.49)!  (3.49)!  V3/ 

Wendet  man  für  die  Faktoriellen  die 
Stirlingsche  Formel  f  an,  so  ergibt  sich: 

M  49'1  4*  •  '\  49'  • ''  VI^VM  .  V2  TU .  4 .  49 


() 


A,  ~   2"  • ".  49'  •  *'.  3'  • ".  49'  •  *  V2  ^T2749  V2  JT .  3  .  49   ^3 
_  2°  ".2.49         /'2Y' 

«9    o3  .  49    ,  r.     1  7?"  V3 V 


3''".49.V6 


_  2'-"  -1/2" 
-  ^«   V  ^ 


=  (I)"  V 


M 

log  ^^  =  9,6     nach  nebenstehender  Rechnung, 

^49 

AT  u  1,  also  ist 

Nebenrechnung:  ir 

log  2^  =  2,1072100(  T-  >  10^ 

log  3^  =_1,9084842|~"  ^40 

0,1997258  "  also  sicherlich  grösser  als  10000. 
0,1987258  X  49  Ähnlich  geht  die  Rechnung  für 

9,7765642        )    ,  M 

log  vi"  =  0,9109543  -li  -^  r    " 

'  auch  dieses  übertrifft  10000  bedeutend. 


über  das  Theorem  von  Jacques  Bernoulli.  Hl 

2.  Hiifssatz:  Der  Quotient  zweier 
aufeinanderfolgender  Glieder  der  Entwick- 
lung (1)  von  (öf  +  ö)"*  ist  desto  grösser, 
je  weiter  die  Glieder  vom  Maximalgliede 
M  entfernt  sind.  Dabei  ist  vorausgesetzt, 
dass  das  Glied,  welches  dem  Maximal- 
gliede näher  ist,  den  Zähler  des  Quo- 
tienten bildet. 

Nach  Gleichung  (3)  ist   das  Maximal- 
glied: 


(r  a  ~\-  r  h) ! 


ra  -trb 


also  sind  die  ihm  um  v  und  v  -^  1  Stellen 
vorangehenden  Glieder : 

/       —        {ra  +  rh)\  ,«+v.r6-v 

-'  ~  (ra  +  ^>)\{rb  —  v)  ^        ^ 

T  — (ra-\-rh)\ ..^.^^     3_,_, 

daher 
A        ^r.  +  v  +  l  J, 

woraus  ersichtlich,  dass  der  Quotient  mit 
wachsendem  v  wächst. 

Ebenso  ist: 

^  ~  (ra-v)!(r^>  +  y)l  ^ 

v+i         (^«_v_l)!(r/;-|-v  +  l)! 
also 

-  V  4-  1      a 

(13a) 


L^      r&  -f  V  +  1 .  o 


d.  h.   auch  dieser   Quotient   wächst   mit 
wachsendem  v. 
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Wir  setzen 


und   indem    wir  m   unbestimmt   lassen, 
schliessen  wir  m'  in  die  Grenzen  ein: 
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oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2) 

d.  h.   die  Zahl  m',   welche  angibt,  Avie 

oftmal   das  Ereignis  eintrifift  unter  den 

m  Versuchen,  soll  zwischen  r  (a  -f  1)  und 
r  {a — 1)  liegen. 

Nun  ist  die  Wahrscheinlichkeit  W  da- 
für, dass  das  Ereignis  unter  m  Versuchen 
höchstens  r(a  +  l)-mal  und  wenigstens 
r  (a— l)-mal  eintritt  nach  Aufg.  78,  wenn 
wir  ra  =^  fx  und  rb  =  ß  setzen : 

oder,  wenn  wir  beachten,  dass 

ist,  und 

(,6  +  ,-)  «™-'6"+"=^V™  setzen, 

so  können  wir  auch  setzen 

W-  ^r+  ^'^^  +  -^'-^  +-  +  L?+  L'^  +  M+  <>+  iy^"+  Nf!.,+  N<:> 

{a  +  bf  ""  ^    -* 

Es  bleibt  noch  zu  beweisen,  dass  dieser 
Wert  von  W  der  Einheit  beliebig  nahe- 
gebracht werden  kann  durch  das  Wachsen 
von  m  allein. 

Wir  denken  uns  die  m  -\~  \  Glieder 
der  Entwicklung  (1)  von  (a  4-  ?>)"*,  da  m  = 
r  {a  ~\-h)  ist  in  {a  +  h)  Gruppen  von  r 
geteilt,  so  dass  M  isoliert  steht,  dem- 
selben aber  h  Gruppen  vorangehen  und  a 
folgen.    Also  in  folgender  Art: 

(a  +  0)   ^   =  a    ~\-{^^j  a       b  + +  (^_  ij  «  ^ 

/m\      m—r  7  r   ,  l     /        ^        \      m— 2r+l  r2r—l 
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+  CD  «™i-  ^'^^ 

+ 

+   irli)    «^-'6'"-'+^+ +b"' 

oder  wenn  wir  die  Gruppen  mit  Indices 
bezeichnen,  welche  ihre  Stelle  gegenüber 
dem  Maximalglied  angeben,  erhält  man 
in  übersichtlicher  Form: 

(«  +  r=4"    +LZ+ +  4'^    - 

+  Lf-''+Lt:'+ +  Lf-'^ 


+  Lf    +  i'ü,  + +  Lf 

+  ir'  +4-.+ +^1'' 

+  iV«    +  iV^'>    + +  iv<" 

+  <'    +iV^''    + +JVf' 

+ 

+  jv^/-"+  iv5°-"+ +  .v;-« 

+  iVf^    +  iVf    -t- +  ^f 

Nach  dem  2'™  Hilfssatze  ist  nun 


(19) 


i¥ 

< 

LZ 
LZ 

LT 

< 

Lf 

LZ 

LZ. 

<- 

i^Z. 

(20) 


r  r 

da  diese  Quotienten  immer  abnehmen. 
Es  ist  also  auch 

Jf_       Z^       L'l  rji,       ^(1) 

2^(1)     ^    ^(2)    <    ^(2)    •••  •   <  --(2)-    <    ^^2T     •    •    •    •    (21) 


Bobek,   Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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und  da 


i¥        i¥    if+i:f+----'-if 


i<"  ^^  +  •  •  •  •  '  r 


rO)    -^1   T-   r(lT  -^2  "T" +  TT«    ^' 


Lf  +  if  +  . . . .  +  Lf » 

ist,   so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Be- 
ziehungen (21) 

C  ^  Zf  +  Lf'+  . .  . .  +  if    •  •  •  •  ^-'' 

Nun  kann  man  nach  dem  l*^'^  Hilfs- 
satze Gleichung  (10  a) 

7(1)"  ^  ^ 

bei  wachsendem  m  machen ,  wo  C  ganz 
willkürlich  ist,  also  wird  auch 

L«+  If  +  . . . .  -f  i<"  >  C(Lf+  Lf -f  . . . .  +  Lf ) (23) 

Die  Beziehungen  (20),  also  auch  (21) 
und  (22)  gelten  für  je  zwei  aufeinander- 
folgende Gruppen  von  r  Gliedern  und  da 
der  Quotient  zweier  aufeinander  folgender 
Glieder  nach  Hilfssatz  2  immer  grösser 
wird,  so  ist  die  Summe  der  Gruppe 

Lf>+LfV....  +  C 
grösser  als  die  Summe  irgend  einer  der 
ih  -^  2)  vorangehenden,  d.  h.  es  ist 

j:(^)+  Lf+  . . . .  -t-  i:r  >  Lf+  zf-f  ....  4-  l:^ 

i    =r    3,    4,  .  .  .  .  & 

oder  wenn   man  rechts  und  links  über 
alle  i  summiert: 

{h  -  2)  (Lf »+  Lf '+  . . . .  +  L<;'  >  f  (Lf  +  Lf  +  . . . .  ^  Lf ) 

i  —  2 

fügt  man  noch  beiderseits  Lf  ^-|- Lf  ^+ 
. . .  LF^^  hinzu,  so  wird 

(6  _  1)  (Zf  +  Zf  +  . . . .    f-  i^S''  >*f]  (^f  +  ^«'+  •  •  ■  ■  -f-  4') (25) 
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Nimmt  man  nun  in  (23)  den  beliebigen 
Wert  C  =  u  (b  —  1)  an,  wobei  u  eine 
beliebig  grosse  Zahl  ist,  so  folgt  aus  (23) 

L'»+L'^>+  . . . .  j-  Z«  >u{b-l)  {Lf+  Zf  +  . . . .  +  Z<;») 

und  aus  (25),  dass 

z;"+  Lf4-  ....  4-  Lf  >  Jf  (Z';>+  ZW+  ....  4-  4") (26) 

gemacht  werden  kann,  wenn  m  wächst. 
Da  die  dem  Maximalglied  folgenden 
Glieder  in  (19)  ähnlichen  Bedingungen 
(20),  also  auch  (21),  (22)  genügen,  so 
kann  man  eine  Zahl  m^  finden,  so  dass 

lYf  +  iV^^^-l-  . . . .  +  N";^'  >  C^  (Af -f  ^'^-f  . . .  .  -f  iA?0 
wird  und  da  auch 

iVf^+  Nl^'-\-  .  . .  .  +  ^f  >  i\f  +  A^f  4-  .  . . .  H-  A-^^"^ 

^  nr  3,  4, a 

ist,  so  wird  wiederum 

(«  -  1)  (i\rf' +  Nf{+  ....  +  Nf'>j\  (Nf+  iVf  4-  . . . .  +  Nf) 

2 

und  wenn  man  jetzt  C^=u(a  —  1)  macht, 
so  folgt,  dass  für  ein  m^  sich 

iY<«+  iV^'V  . . .  .  J-  iVf  >  u  ^.  (Af  +  iVf  +  ....  +  Nf)  .  .  ..  (27) 

2 

ergibt. 

Da  jede  der  Bedingungen  (26)  und  (27) 
mit  wachsendem  m  desto  grössere  Un- 
gleichheiten liefert,  so  genügt  beiden  Be- 
dingungen die  grössere  der  beiden  Zah- 
len m,  m^.  Diese  wollen  wir  einfach  m 
nennen.  Es  wird  also  für  ein  w  und 
alle  grrösseren  m  sicherlich: 


Lf+  if+ . . . .  +  z^'»  >  M  2  (4"+-  4"+  •  •  •  •  +4'') 

iVr<'>+iV«+  . .  . .  +  J^<"  >  „  'Y,{Nf+  Nf+  ....  4  yf) 

sein,  und  wenn  man  beide  Ungleichheiten 
addiert : 
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i«+  .  ;.+£«+<+...  f.V«>j|\lf+...-Hi^"')+f(Af -f.. fA?)} 

Fügt  man  beiderseits  M  zu  und  be- 
rücksichtigt die  Gleichungen  (17)  und  (19), 
so  folgt: 

(„  +  6)™  W>u  \{a+br  -  {Lf  +  L'l,-i-  . .  +  Lf+  M  +  JVW+  . .  +  Nf)\+  M 

oder 

(a  +  hf  W>u  \{a+by"-  (a  +  bf  W[  +  M 

woraus 

(a  +  hTil  +  u)  W>  {a  +  bTu-\-  M 

folgt,  also 

{a  +  bT  u  +  M 


W> 


(l+u){a-hb) 
1  '' 


m 


W>i-       ("  +  ^> 


1   +  U 

Hat  man  nun  u  fest  gewählt  und  lässt 
m  wachsen,  so  wird,  da  M  immer  kleiner 

wird, über  alle  Grenzen  abneh- 

'(«  +  6)" 
men,  so  dass  man  diesen  Teil  vernach- 
lässigen kann  und 

erhält.     Wählt  man  daher  u  sehr  gross, 
so  wird  W  beliebig  nahe  der  Einheit  ge- 

1 
bracht,    denn    es    kann  7-3-—    behebig 

klein    gemacht  werden    durch  die  Wahl 
von  u. 

Wir  haben  daher  den  Satz :  D  i  e  W  a  h  r- 
scheinlichkeit  TTdafür,  dassunter 
m  Versuchen  das  Ereignis  m'-mal 
eintritt,  wobei 


m 


>  m'  >  — r--r  m 


a-\-b  -        -  a  +  b 

ist,  kann  beliebig  nahe  der  Ein- 
heit gebracht  werden. 

Setzen  wir  nun 

sa  _    sb  r^„^ 

P-V{c^b)  ^-  sla  +  b)-'^^  ^ 
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wo  s  eine  beliebig  grosse  Zahl  ist,  und 
bezeichnen  wir  mit  a\  h'  die  Zahlen  sa 
und  5  0;  so  kann  auch  die  Wahrschein- 
lichkeit W  dafür,  dass  unter  m  Versuchen 
das  Ereignis  m'-mal  eintritt,  wobei 

a'+l  ^      /  ^  «'—  1 

a'-\-h'  «'+/;' 

ist,  beliebig  nahe  der  Einheit  gebracht 
werden. 

Da  nun  diese  Bedingung  sich  in   der 
Form: 

a'-A-b'  -^  a*+h'  ^  m  ^  a'+h'       a^+h' 
schreibt,  und 

..  cl'  sa  a 


ist,  so  folgt  auch  dass 

1        ^     _  ^^'  1 

s~{a  +  b)  ^  ^'        m  ^  ~  iicT^h) ' '  ^^^) 

und  da  man  durch  die  Wahl  von  s  stets 
1 


(a+b) 


<5 


machen  kann,  wie  klein  §  auch  sein  mag, 
so  folgt  der  Satz: 

Man  kann  die  Wahrscheinlich- 
keit W  dafür,  dass 

m 

ist,  wenn  das  Ereignis  in  m  Ver- 
suchen m'  mal  eintreten  soll,  be- 
liebig nahe  der  Einheit  bringen, 
wenn  man  7n  wachsen  lässt. 

Hiemit  ist  der  Bernoullische  Satz  be- 
wiesen. 

Für  die  Rechnung  haben  wir  also  fol- 
gende Formeln  zu  benützen: 
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Formel  12 
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U 


W>  ,  ^ 


p  = 


as 


7)1* 


m 


> 


s{a  +  b) 


C  =  u{sb—i) 
k> 


log  C 


^  rzz  u(s  a  —  1) 
logC, 


log  {sa-\-  i)  —  ]ogsa 
ks  b 


C 


r>k~\-  1  4- 


log  {sb  -\-  1)  —  logs^ 
k^sa 


a  +-  1 


r^:>k^-l-l  -f 


sb  ^^1 
m ^r  s  (a  -\-  ^)  ^^h  ^ ^'i s  {a  -^  b) 

wobei  dann  das  grössere  m  zu  nehmen  ist. 


Frage  21.     Welche  Form  nimmt  der 
analytische    Ausdruck    des   B er noul li- 
sch en  Theorems  an,  wenn  an  Stelle  die       Antwort.     Ist   W  die  Wahrscheinlich- 
Werte  ]jeit   dafür,    dass  das  Ereignis,    dessen 
__  /    m    \  jja-n   ^^-n  Wahrscheinlichkeit |9  ist,  bei  m  Versuchen, 


gesetzt  werden  die  Werte 

welche  im  Abschnitt  A  Gleichung  16  für 
y^  erhalten  wurden,  sobald  m  sehr 
gross  ist? 


so  oft  mal  eintritt,  etwa  m'-mal,  dass 
m* 


S  >  i> 


m 


>-o 


wird,  so  ist 


Formel  13: 


W 


VnJ 


-''dt 


V2  p  q  m 

r  <.   771  d 

p  +  q  =  1 

hiebei  ist  r  möglichst  gross  zu  nehmen. 

Es  ist  W  eigentlich  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  das  Ereignis  nicht 
öfters  als  (a  +  r)-mal  und  nicht  weniger 
oft  als  (a  — r)-mal  eintritt,  wobei 

a  =:  mp  -\-s,  ö  <^  *  "2  1 
ist.     Es  ist  nämlich  dann 

a  +  r  ^  m'  ^  cn—r 
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oder 

mp-\-r-{-B  >  m'  >  mp  —  r^-\-B 

p-r  -~-\-  —  >  —  >p ~i~  — 

m      m       m      ^       mm 

Da  nun  s  ein  echter  Bruch  und  m  sehr 
gross  ist,  so  kann  ~  vernachlässigt  wer- 
den und  es  ist  also 

r                m'              r 
—  >P — —  > 

und  da 

^■-  <  s 

m  :-— 

ist,  so  ist  auch 

ö   >  IJ >— § 

m 

wie  gefordert  wurde. 

B  e  w  e  i  s  der  Formel  1 8 :  Nach  Aufgabe 
78  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
das  Ereignis  wenigstens  (a— r)-mal  und 
höchstens  (a  — r)-mal  bei  m  Versuchen 
eintritt: 

(«  +  *)"■ 
oder  da 


ß+t 


{aA;-hT=  2  (ß!p.)  a"""  h 


ist,    erhält    man,    wenn  man  im  Zähler 
und  Nenner 


p 

einführt : 

W  : 

a+h     ^ —  , 

—  r 

x  +  6 

-■  r 

wobei  der  Nenner  natürlich  =  1  ist. 
Führen  wir  nun  an  Stelle  der  einzelnen 
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Summanden    die     Werte    ein,    wie    sie 
Gleichung  (16)  liefert,  also 


y  =x^^^e 


so  wird 


W:= 


-h"-!-^ 


Vtz 


IL         xr^      _;i2x2 


Vtt 


wobei;  da  i 


X 


/\x 


zu    setzen    ist,    die 


Summen    sich    aber    von    i  =  — r   bis 
{=  ~\-r  resp.  von  —  ß  bis  -f-  ^'  erstrecken 

aL\x   ist. 


g  =  ^L\x,  a 


rL\x,  k 


Multiplizieren  wir  Zählerund  Nenner  von 
W  mit  A  X  und  übergehen  zur  Grenze,  in- 
dem wir  m  ins  Unendliche  wachsen 
lassen,  Ax  zumdx  machen,  wie  es 
in  der  Antwort  auf  Frage  16 
des  Abschnittes  A)  auseinanderge- 
setzt wurde,  so  übergehen  die 
Summen  in  bestimmte  Integrale. 
Und  zwar  wird,  da  pAx-\-ailx 
die  ganze  Strecke  angibt,  über 
welcher  sich  (Figur  14)  die  Gurve 
über  der  Abscissenachse  erhebt, 
diese  Strecke  aber  die  ganze  Ab- 
scissenachse wird,  so  dass  sowohl 
0  J.  als  0  B  unendlich  werden, 
so  ist  ß  A  a;  =  ^  =  c>o  und 
aAic  =  k  =  c^,  hingegen  bleibt 
r  A  rc  =  a  endlich  als  AbscisseT 
des  Punktes  D. 


Es  wird  also 


e        dx 


w  = 


7  "^"^ 

nr-r-        e        dx 


und  da 


+0= 


v 


e        dx  =^  -^ 
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ist  (vergleiche  den  Anhang  II),  so  ist  der 
Nenner  gleich  1  und  es  wird 


'^^iJ\-^-^ä.+j  e-^-ä^ 


V 


^  Vt.J 


e        dx 


indem  man  bei  dem  ersten  Integral  die 
Grenzen  umkehrt  und  an  Stelle  von  x 
einführt  — x^  wodurch  es  dem  zweiten 
gleich  wird. 

Setzt  man  noch 

hx   —  t 
also 

hdx  =r  dt 
so  wird 

W=^J  e-'-ät 

wobei  da  für  x  =  a^  t  =:  y  werden  soll, 
'^  —  h  a  ist.  Wird  nun  für  h  der 
Wert  aus  Grleichung  (13)  Seite  71  ein- 
gesetzt, so  folgt 

a 
L\x  \/^pqm 

oder  da  G^  =  rAx  war 

7' 


V^pqm 
wodurch  der  Beweis  erbracht  ist. 

Anmerkung  24.  Wir  können  das  Bernoullische  Theorem  auch  so  aussprechen: 
Istp  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  und  tritt  dasselbe  bei 
einer  Anzahl  m  von  Versuchen  m^  mal  auf,  so  kann  man  die  Wahrschein- 
lichkeit  W  dafür,  dass  p— p'<o  und 

m'    ,    Y  ^2pq 
ist,  beliebig  nahe  der  Einheit  bringen,  dadurch,  dass  m  sehr  gross  wird  und  zwarr  ist 
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Frage    22.     Wie  berechnet  man  den 
Wert  des  Ausdruckes 

V^  y   ^  '^^  =  ^(v)  Antwort    Entwickelt  man 


e  ^'  in  eine 
Potenzenreihe 


für  beliebige  Werte  v?  ,2  m  /6 


IJ      1.2.3 


so  eroribt  sich 


r  _^^  1    „     1     ^^     1    j'^ 

also 


'■>    '' 


''''^■=v=J  ^"'^ 


ii  r,     i  .,2  ,  1  v'     1   f 


3  ''    '  5   1.2      71.2  3 


Diese  Reihe  couvengiert  sehr  gut,  und 
es  genügt  nur  einige  Glieder  derselben 
zu  nehmen,  um  einen  hinreichenden  gu- 
ten Wert  von  §(•(•)  zu  erhalten. 

Es  ist 


2  "- 


<■'{-)  =  ^  y  '^~"di  =  1 


wie  aus  Anhang  II  ersichtlich.  Bei  Be- 
rechnung von  0(y)  aber  zeigt  es  sich, 
dass  für  7  =  4  schon 

9(4)   -   0,9999999 

wird,  also  um  weniger  als 

0,0000001 

von  der  Einheit  verschieden  ist. 

Die  Tabelle  II  gibt  die  Werte  von 
0(y)  für  die  Argumente  von  0  bis  3  von 

1  1 

r---  ZU  -TK^  fortschreitend. 
100         100 

Wird  also  verlangt,  dass  W  um 
0,0000001  von  der  Einheit  abweicht,  so 
genügt  offenbar,  y  =  4  vorauszusetzen, 
wodurch  sich,  wenn  §  gegeben  ist,  -aus 
der  Bedingung 
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X"^  711 


m  > 


ergibt.    Als  Beispiele  siehe  die  folgenden 
Aufgaben. 


Anmerkung  25.     AVir  haben  gesehen,  dass  die  Curve,  deren  Gleichung 


ist,  symmetrisch  zur  ^- Achse  verlauft  und  die  a?-Achse  zur  Asymptote  besitzt. 

Figur  15. 


Sei  OG  =  x,  also  CD=y,  so  stellt,  wie  Gleichung  (15)  Seite  73  angab,  w  =  ydx 
die  relative  Wahrscheinlichkeit  dafür  dar,  dass  das  Ereignis,  dessen  Wahrscheinlichkeit  p 
war  bei  m  Versuchen  um  eine  bestimmte    Anzahlmal  öfters  auftritt  als   mp  mal.    Diese 

Anzahl   war  durch  n  =  -r    ausgedrückt,  also  war  00  =  x  =  ndx  ein  Mass  für  dieselbe. 

et  tC 
Nun  stellt  ydx  den  unendlich  kleinen  Flächenstreifen  GC'D'D  dar,  wenn  GC  =  dx  ist. 
Nach  dem  Satze  über  die  Wahrscheinlichkeiten  von  Ereignissen,  die  verschiedene  Ursachen 
haben  können,  Formel  (S')?  wird  also  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass   das  Ereignis   um 

n'  mal  öfters  eintritt  als  mp  mal,  wobei  n'  die  Werte  zwischen     .  ^  -  und  ^i~-  haben  kann, 

den  Wert  y^dx-^  i/'  dx  +  y''dx  +  .  .  .  ,  +  t/^dxhsiben,  wenn  ?/(,,2/',2/"  •  •  •  •  2/i  ^^^  Ordinaten 
der  Punkte  der  Gar ve  sind,  die  den  Abscissen  x^,  Xq+ dx,  XQ+2dx,  x^+Sdx  . . .  x^  ent- 
sprechen.   Mit  anderen  Worten  es  ist  diese  relative  Wahrscheinlichkeit 

lü  =z  J     y  d  SB 


d.  h.  sie  ist  durch  die  Fläche  QRST  dargestellt,  die  von  der  a;-Achse  den  Ordinaten  Q  T 
und  RS  und  der  Curve  begrenzt  wird,  wobei  OQ  =  x^j,  0 R  —  x^  ist. 
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Da  die  Summe  aller  relativer  Wahrsclieinliclikeiten  für  alle  Werte  von  x  von  —  od 
bis  +  00  den  Wert  1  hat,  indem 


.+  =>=. 


^fyä 


SO  ist  die  Fläche,  welche  die  Curve  mit  der  a?-Achse  begrenzt  =  1. 
Ist  a?o=  —  x^,  so  ist 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das  Ereignis  n'  mal  eintritt,  wobei  n*  von  m  um  +  4-^ 

abweicht. 

Figur  16. 


IstFigurie  0^  =  DO  =  a?,,  so  ist  W  =  Fläche  {AB CD)  =  2  Fläche  {OABM), 
da  die  Curve  symmetrisch  ist,  also  ist 


W  = 


2h 


~  y^  / 


,+^1 


dx. 


was  wir  auch  oben  fanden. 


Gelöste  Aufgaben  über  das  Bernoullische  Theorem. 

Aufgabe  121.   Eine  Urne  enthält  3  weisse 
und  2  schwarze  Kugeln.     Man  bestimme   die  . 

Anzahl  m   von   Zügen,   in   denen  772'   weisse        .     „. 

Kugeln  erscheinen,  so  dass  AuflösuDg.   Für  das  Ziehen  einer  weissen 

Kugel  ist  die  Wahrscheinlichkeit 

50  -^5        m  -^       50  ..3  a 

mit  einer  Wahrscheinlichkeit  W  wird,  wobei 
1000 


^         6  ~  a  +  b 


W> 


für  das  Ziehen  einer  schwarzen  folgt 


1001 


sein  soll. 


•^  =  5  = « + 
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Oder:  Man  bestimme  die  Anzahl  m  von  Zügen,       Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (12)  ergibt 
für  welche  m*  weisse  Kugeln  erscheinen,  so    sich  nun,  da  zufolge  der  Aufgabe 
dass  die  Wahrscheinlichkeit  W  dafür,  dass 


ist,  den  Wert 
hat. 


W> 


1000 
1001 


Nebenrechnung: 
log  19000  =  4,2787536 


log  31  =  1,4913617) 
log  30  =  1,4771213] 
Ö,0l424Ö4 

log  42787536  =  7,6313173 
log      142404  —  5,1535112 


2,4778061 
300,5 


Nebenrechnung: 
log  29000  =  4,4623980 

log  21  =  1,3222193  ) 
log  20  =  1,3010300  ]  " 
0,0211893 

log  44623980  =  7,6495684 
log       211893  =  5,3261105 


2.3234579 
210,6 


W> 


1000 


sein  soll 
ferner  da 


1001 
u  =  1000 


50  ^^        m  ^       50 


50 


stattfinden  soll 

6  = 

und  mithin  genügt 

5  =  10 

zu  nehmen,  da  a  +  b  =  5  ist. 

Es  ist  also 

G  =  1000 .19  C,=  1000  .  29 

Wir  berechnen  vorerst  m.    Hiezu  ist: 

—  log  {sa  +  1)  —  log  s  a 

zu  machen.    Nach  nebenstehender  Rechnung 
folgt 

logC  _    42787536    __ 


log(sa  +  1)  — logsa 

~     142404     ~~ 

Wir  nehmen  also 

k  = 

301 

und  da  dann 

sa+l 

:  302  4- 

301 .  20 
31 

= 

496.2 

wird,  so  genügt 

497 

zu  nehmen,  wodurch 

m  >  497  .  50 

m  >  24850 

folgt. 

Für  die  Berechnung  von  m^  haben  wir  der 
Reihe  nach 

log  C,  _  44623980 


log  (5  6  +  1)  —  log  5  6  211893 

k^  =  211 


=  210,6 


A\  +  l  + 


k^  sa    ^ 

sTTT 


212  +  211^  =  613,4 


21 


TWi  >  514,50 
m^  >  25700 
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Man  muss  also 

m  >  25700 

annehmen.    Die   Lösung  der  Aufgabe  lautet 
daher: 

Bei  25  700  Zügen  ist  ..^r^  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  m'  weisse  Kugeln  gezogen 
werden,  wobei 

50^5        25700-^       50 
ist. 

Da  sich  aus  dieser  Ungleichung 

514  >  15420 —m' >  — 514 
oder 

15934  >m'>  14906 

ergibt,    so   kann  man   die   Aufgabe  auch   so 
beantworten : 

Bei  25  700  Zügen  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  nicht  mehr  als  15934  und  nicht 
weniger   als    14906   weisse   Kugeln   gezogen 

,      ^   1000 
werden  >  3^ 

Anmerkung  26.  Die  vorstehende  Kechnung  ist,  wie  man  sieht,  etwas  umständlich, 
da  man  alle  Daten  zu  berechnen  hat,  und  liefert  auch  zu  grosse  Werte,  indem  man  immer 
die  obere  Grenze  wählen  muss.  Einfacher  geht  die  Eechnung  mit  Benutzung  der  Tabelle  II, 
da  in  dieser  ein  Teil  der  Rechnungen  schon  vorausgemacht  ist.  Wir  wollen  daher  das 
vorstehende  Beispiel  auch  mit  Hilfe  der  Tabelle  II  berechnen  und  im  Folgenden  nur  nach 
dieser  Methode  die  Aufgaben  lösen,  da  die  Aufgabe  121  zeigt,  wie  man  zu  verfahren  hat, 
wenn  die  Tabelle  II  nicht  benutzt  wird. 


Aufgabe  122.   Eine  Urne  enthält  3  weisse 
und  2  schwarze  Kugeln.   Wie  viel  Züge  müssen 

gemacht  werden  damit  wenigstens  §^  — ^       Auflösung.  Wir  wenden  die  Formel  13  an: 

3  7/1  2  Y 

und  höchstens  k^'^  +  'kq"  weisse  Kugeln    er-  w  =T~r~  le^^^dt 
scheinen,  wenn  m  die  gesuchte  Anzahl  Züge  '<> 

ist,  und  die  Wahrscheinlichkeit,   dass   soviel  ^ 

weisse  Kugeln  erscheinen,  den  Wert  „ ,— ^ r-, 

1001  aus    der   wir   y  zu   bestimmen  haben,  indem 

3  2 

^  =  5       ^^  =   5 

JV  =  0.999001 

ist.    Hiebei  war  r  definiert  durch 

tnp  +  r  +  £  ]>.  m'  ^  mp  —  r  +  e 

also  ist  r  der  Unterschied  zwischen  der  wahr- 
scheinlichsten Anzahl  zu  ziehender  Kugeln  mp 


haben  soll? 
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und  der  zu  erhoffender  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit  W.     Es  ist  also  für  unseren  Fall 


woraus 


T  = 


50 


50    [/.l  2 
»^  -^5    5 


V 


m 


20   V  3 
sich  ergibt.     Da  nun 

W  =  e(Y)  =  0,999001 
sein  soll,  so  liefert  die  Tabelle  II 

T  =  2,33 
also  gilt  für  m  die  Gleichung 

20  Vs 
daher 

m  =  3  (46,6)- 

=  6514,68 

d.  h.  bei  6515  Zügen  wird   die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  wenigstens 

I  6515  —-^^  6515  =  3909  —  130  =  3779 
5  50 

und  höchstens 

I  6515  -h  /^  6515  =  3909  +  130  =  4039 
5  50 

weisse  Kugeln  aus  der  Urne  gezogen  werden, 
den  Wert  0,999001  übersteigen. 


Aufgabe  123.  Wie  viel  Würfe  muss 
man  mit  einem  Würfel  machen,  damit  die 
Wahrscheinlichkeit    dafür,    dass    wenigstens 

\6  ""  iöo)  ™^^  ^^^  höchstens  {^  +  ^ j  mal 
die  „1"  erscheint,  wobei  die  Wahrscheinlich- 
keit hiefür 


Auflösung.   Wir  benützen  die  Formel  13 

■        '      w  =  e(x) 


^^=1 


sein  soll? 


V2pq 

"m 

wobei 

k 

1 

5 

''  =  6 

q  = 

6 

m 

' 

lÖÖ 

ist. 

Aus  der 

Gleichung 

W=Q{y 

)  =  0,5 
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liefert  die 
also  folgt: 


liefert  die  Tabelle  II 

Y  =  0,48 


0,48  =  100 


Y 


m 


V^-l' 


6     6 


r>i  =  m''Y^ 


=  640 
d.  h.   bei   640   Würfen  ist   die   Wahrschein- 
lichkeit ^=2  <^^^ör,  dass  wenigstens 

g  640  —  ^^-^  .  640  =  106,9  —  6,4  =  100 

und  höchstens 

g  640+  ^Q  .  640  =  106,9  +  6,4  =  113 

Würfe  die  „1"  zeigen. 


Aufgabe  124.  Aus  statistischen  Daten 
schliesst  man,  dass  die  Mädchengeburten  zu 
den  Knabengeburten  im  Verhältnis  100 :  106 
stehen.  Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  bei  94500  Geburten  die  Anzahl 
Knabengeburten  um  900  mehr  oder  weniger 
beträgt,  als  obigem  Verhältnisse  nach  sich 
ergeben  sollten? 


Erkl.  37.   Man  nimmt  auch  häufig  statt  des 
Verhältnisses  100  :  106  das  Verhältnis  17  :  18  an. 


Nebenrechnung 

2,326^ 
2,975- 
5,3017677 


log  2  .  106  =  2,3263359)    ,    . 
log     945  =  2,9754318)  "^  ^ 


log  V2  .  106  .  945  = 


2,6508838 


log  9  .  206  =  3,2681097  j 

log  \/2  .  106  .  945   =  2,6508838) 

log  Y  =  0,6172259 


Auflösung.    Wir  benützen 

die  Formel 

13 

7' 

0 

-Ut 

\/2pqm 

in  welcher  wir 

106 
^  —  206 

Q  = 

100 
206 

m  =  94500, 

r  = 

900 

gegeben  haben  und  also  t  daher  auch  ©(y)  = 
bestimmen  können.     Es  ist 

W 

900 

.206 

'        V2  .  100  . 

106. 

94500 

9.206 

V2 .  106 . 

945 

=  4,14 

Tabelle  II  liefert  dann 

TT  =  B  (4,14)  >  0,9999999 
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Aufgabe  125.   Das  Verhältnis  der  Knabeu- 
und   Mädchengeburten   wird   mit   18:17   an-       Auflösung.   Wir  wenden  die  Formel  13  an: 
genommen.   Wie  gross  ist  die  Abweichung  r 

der  Knabengeburten  bei  100000  Geburten  vom  ^^  =  ^"Hy) 

obigen  Verhältnis,  damit  die  Wahrscheinlich-  r 

keit  hiefür  sich 


\/2pqm^ 

2  aus  der  wir  r  zu  berechnen  haben, 

e^^ibt?  Es  folgt  nach  Tabelle  H  aus 

Erkl.  38.  Der  Wert  von  y  für  den  6(7)  =  ^  '^  =  0,476936 

.  -,      ..^          1      1       •  T...          ,                ^  ^^^  daher 

wird  spater  noch  sehr  wichtig  werden,  weshalb  

er,  genauer  berechnet,  sich  ^,  _  ^^  476936  \/o .  iA   il 

=  0,476936  '                             ^^     ^^ 


35     35 
log  0,476936  r^::^  0,6784601  —  1  '         '  35 


.  100000 


^^^^^*-  -  47,6936.  AV170 


=  106,6 
d.  h.  bei  100000  Geburten  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit TF=  V,,  dass  wenigstens: 

18 

-ttk- .  100000  —  107  =  51429  —  107  =51322 
o5 

und  höchstens 

-^.  100000  +  107  =  51429+107  =  51536 
Knabengeburten  sind. 


C.  über  die  mathematisclie  Erwartung 
(Wetten,  Versicherungen.) 

Frage  23.    Was  versteht  man  unter 
mathematischer  Erwartung  oder       Antwort.     Unter  mathematischer  Er- 
Hoffnung? Wartung  versteht  man  das  Produkt  aus 

dem  Werte  einer  Sache,  diesen  in  Geld- 
einheiten ausgedrückt,  in  die  Wahrschein- 
Hchkeit  diese  Sache  zu  erhalten. 

Ist  also  w  die  Wahrscheinlichkeit  da- 
für, dass  man  eine  Sache  vom  Werte  P 
erhält,  so  ist  die  mathematische  Er- 
wartung E  gegeben  durch  die 

Formel  14:        E  =  P.w 


Frage  24.    Was  versteht  man  unter 
einer  Wette!  Antwort.    Unter  einer  Wette  versteht 

man  die  Vereinbarung  zweier  Personen 
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dahingehend,  dass  die  eine  Person  an  die 
zweite  einen  Preis  zahlt,  wenn  ein  be- 
stimmtes Ereignis  eintritt,  dass  aber  die 
zweite  Person  an  die  erste  einen  Preis 
zahlt ,    wenn  das  Ereignis  nicht  eintritt. 


Frage  25.    Was  versteht  man  unter 
einer  billigen  Wette?    (Besser:  einer       Antwort.    Unter  einer  billigen  Wette 
zu  billigenden  Wette?)  versteht  man  eine  solche  Wette,  in  wel- 

cher    die    mathematischen    Hoffnungen 
beider  Personen  dieselben  sind. 

Ist  also  P  der  Preis,  welchen  die  erste 
Person  erhält,  wenn  das  Ereignis,  dessen 
Wahrscheinlichkeit  to  ist,  eintritt,  und  Q 
der  Preis,  den  die  zweite  Person  erhält, 
wenn  das  Ereignis  nicht  eintritt,  so  muss 
bei  einer  billigen  Wette: 

Formel  15:       Pw  =  Q(l  —ic) 

sein. 

Anmerkung  27.  Bei  einer  Wette,  werden  in  der  Eegel  die  Preise,  welche  die 
Personen  A  und  B  zu  gewinnen  hoffen,  vorher  deponiert.  Man  nennt  sie  dann  den  Ein- 
satz der  Spieler.  Hat  also  A  die  Wahrscheinlichkeit  w  für  sich  und  B  die  Wahrschein- 
lichkeit w'  =  1  —  w  und  setzt  Ä  den  Preis  Q,  dagegen  B  den  Preis  P  ein,  so  ist  Q  =  E^ 
der  Einsatz   von  A  und  P  =  E^  der  Einsatz   von  B.    Aus   der  Formel  14,   die   auch  in 

der  Form: 

Q:  P  =  w:w' 

geschrieben  werden  kann,  folgt  dann: 

d.  h.  die  Einsätze  der  Personen  bei  einer  billigen  Wette  müssen  sich  wie 
die  Wahrscheinlichkeiten  verhalten,  welche  diese  Personen  für  das  Ein- 
treffen des  erwarteten  Ereignisses  besitzen. 

Da  w  +  w'  =  1  ist,  so  folgt,  wenn^man  E^  +  E^  =^Q  +  P  =  G  setzt: 

E^  =  10 .  G 
Formel  16:  „  ^ 

Ejj  ^  w'.  G 

wobei  G  der  ganze  Gewinn  ist,  der  auf  der  Wette  steht. 


Frage  26.  Welche  Person  ist  bei  einer 
nicht  billigen  Wette  im  Nachteil?  Antwort.     Offenbar  diejenige  Person, 

welche  mehr  zahlt,  als  ihr  Einsatz  bei 
einer  billigen  Wette  betragen  würde. 
Wird  eine  solche  Wette  wiederholt  ein- 
gegangen, so  lässt  sich  stets  eine  Anzahl 
m  von  Wetten  angeben,  bei  welchen  die 
im  Nachteil  befindliche  Person,  mit  einer 
Wahrscheinlichkeit,  die  beliebig  nahe  der 
Einheit  gebracht  werden  kann,  einen  Ver- 
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lust  erleidet,  der  eine  beliebig  grosse 
Summe  überschreitet,  so  klein  auch  der 
Uberschuss  ist,  den  die  Person  über  den 
Einsatz  der  billigen  Wette  erlegt. 

Denn  sei  lo  die  Wahrscheinlichkeit  für 
das  Eintreffen  des  Ereignisses  G  der  Ge- 
winnst und 

der  Einsatz  der  Person  Ä,  wobei  S  be- 
liebig klein,  aber  von  Null  verschieden  und 
positiv  sein  soll. 

Nach  dem  Bernoullischen  Theorem, 
Formel  (13j,  ist: 

T 

TF=  -4^,  fe-"  dt 
Vi:  J 

o 

wobei 


T  == 


V2  w{\.  —  10)  ?n 

ist,  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
unter  den  m  Versuchen  das  Ereignis 
wenigstens  (m  tv  —  r)-mal  und  höchstens 
{m  lü  +  r)-mal  eintritt. 

Werden  nun  m  Wetten  gemacht,   so 
ist  der  Einsatz  von  A  bei  diesen  m  Wetten : 

m  e  =-  m  tv  G  -f  m  S 

Das  Ereignis  möge  nun  {m  lo  +  r)-mal 
eintreten,  dann  gewinnt  A  im  ganzen:  . 

G  {m  w  +  r) 
also  höchstens 

G  (m  w  +  r) 
und  wenigstens 

G  (m  w  —  r) 
mit  der  Wahrscheinlichkeit  W. 

Der  Verlust  von  Ä  ist  also  wenigstens : 
me—  G  {m  tv  -f  r)  =   ö  m  —  G  r 
und  höchstens 

me  —  G  {m  tv  —  r)  =  8m +  G  r 
mit  einer  Wahrscheinlichkeit  W. 
Wir  nehmen  nun 

r  =:  p\   m 
dann  wird 


V2i^(l  —tu) 
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und  wir  können  stets  p  so  wählen,  dass 
Y  >  4^  wird.   Ist  dies  geschehen,  dann  ist 

Tr>  0,9999999 

die  Wahrscheinlichkeit   dafür,    dass  der 
Nebenrechnung:  Verlust  von  A  wenigstens 


m 


Setzt  man  y  „,  —  ^^  so  folgt  aus  ^fyi-.Q     \/ 

(2  2  r_6?  )2\  4^(0  ,  ^2  o  ist.     Wie  klein   nun  auch    §   sein   mag, 

^  ^ kann  man  m  stets  so  gross  machen,  dass 

also  wird,  wobei  C  eine  behebig  grosse  Summe 

1    /  . ist,   es  ist  hiezu  nur  nötig,   wie   neben- 

'"' >  25^  P C  +  (9'^p2+  G^V^IG-^  G\'>^       Stehende  Rechnung  zeigt : 

^      1     i  \ 

'^  >  •2S2-  J2  d  C-j-  GY~\-Gp  VU  C-j-G'/l 

anzunehmen. 


Frage  27.    Es   setzen   mehrere   Per- 
sonen: A,  B^  C^  .  .  .  ein,  um  die  Summe 

^  zu  gewinnen  Die  ihnen  zukommenden  Antwort:  Die  Einsätze  müssten  ihren 
Wahrschemlichkeiten  sind  w,,  w,  w,  .  .  mathematischen  Erwartungen  gleich  sein. 
.  .    tv^,   wie   werden   ihre  Einsätze   sein  j^^^^^  -^^  ^^^  j^i^^^^^. 

müssen,  damit  die  Wette  eine  billige  ist  ? 


von  A  .  . 

,  .  e^  =  Gw^ 

„     B  .  . 

.  ,  62  ^=  G  W2 

„    c.  . 

.   .  ^3   =   Gu's 

u  s.  w.  Sind  w^^  w^^  w^  .  .  iv^  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  denEintritt  der  Ereignisse 
der  einzelnen  Personen  und 

so  ergibt  sich 

der  Gewinnst  ist  dann  die  Summe  aller 
Einsätze. 


Frage   28.     Eine  Person   wettet  auf 
auf  das  Eintreffen  irgend  eines   der  Er- 
eignisse ^1,  ^2  ♦  •  •  ^,»  denen  die  Wahr-       Antwort.     Der  Einsatz  von  A  muss 
scheinlichkeiten  w^,  w^  .  .  .  ^^^  zukommen  die  Summe  seiner  mathematischen  Er- 
und    zwar   sind    als    Preise    ausgesetzt:  Wartungen  sein,  d.  h.  es  ist 
(xj,    6r2   .   .  .  G^,    wenn  das     Ereignis 
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£'1,  £'2  resp.  Ej^  eintritt.    Wie  bestimmt       Formel  17: 

sich  der  Einsatz  von  A,  wenn  die  Wette     ,  _  ,     G^+w,  G,+  .  .  .  +w    G 


billig  sein  soll. 

Qg  28.    D( 

^ettet,  müsi 


Anmerkung  28.     Der  Einsatz  von  der  Person  B,  welche  auf  das  Nichteintreffen 
der  Ereignisse  wettet,   müsste  dann  sein 


wobei  w.  +  w/  =  1  ist. 


Frage  29.    Mehrere  Personen  spielen 

um  einen  Einsatz,   den  der  G-ewinnende 

erhält.     Sie   brechen  aber  das  Spiel  ab,        4^,+^^«^    t\     t?^.     l  ^^^  j-    r. 

bevor  es  entschieden  ist,  wer  gewonnen    ,  ^""^Zl       Der  Einsatz  stelt  d.e  Summe 

hat.     Wie  ist  der  Einsa  z  zu  teilen?         f'i  mathematischen  Erwartungen  samt- 

lieber  Spieler  dar,  also  hat  billiger  Weise 
jeder  derselben  einen  solchen  Anspruch 
aufden  Einsatz,  als  seiner  mathematischen 
Erwartung  entspricht.  Der  Einsatz  ist 
daher  in  dem  Verhältnisse  zu  teilen,  in 
welchem  die  Wahrscheinlichkeiten  der 
Spieler  stehen,  das  Spiel  zu  gewinnen. 

Haben  die  Spieler  beim  Abbrechen 
des  Spieles  die  Wahrscheinlichkeiten 
Wi,  w-i  ,  .  .  w^  das  Spiel  zu  gewinnen, 
wenn  es  fortgesetzt  wird,  und  ist  G  der 
Preis ,  der  gewonnen  wird,  so  sind  ihre 
mathematischen  Hoffnungen: 


' 

E,  = 

=  u\  G 

H,  = 

=  w,  G 

und 

da 

^.  - 

--  w^  G 

w^- 

-\-tü. 

j+  . 

.  .  .  -t-^v,  ■■ 

=  1 

y 

ist,  nachdem 
muss,  so  ist 

einer 

der  Spieler 

gewinnen 

und 

^1 

i-B 

\  -f  ■ 

.  .+S-.  = 

=  G 

Formel 

18 

:     H, 

:H, 

: 

=ff. 

=  iv^  : iV2  : 

tü^ 

gibt   die 
Satzes  an. 

Art 

der 

Verteilung 

des 

Ein- 

Frage  30.     Was  versteht  man  unter 
dem  Risiko  einer  Person,  die  eine  Wette 

eingegangen  ist?  Antwort.     Unter  dem  Risiko  einer 

Person,  die  eine  Wette  eingegangen  ist, 
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versteht  man  das  Produkt  aus  der 
Summe,  welche  die  Person  bei  der  Wette 
verlieren  kann,  in  die  Wahrscheinlichkeit 
diesen  Verlust  zu  erleiden. 

Ist  also  10  die  Wahrscheinlichkeit  des 
Ereignisses,  auf  dessen  Eintreffen  A  wettet 
und  den  Einsatz  e  macht,  so  ist  sein 
Risiko 

Formel  19:        E  =  e.w', 

wenn  w'  =■  1  —  w  die  entgegengesetzte 
Wahrscheinlichkeit  ist. 

Zahlt  die  Person  B  im  Falle  A  gewinnt 
dieser  den  Preis  (r,  so  ist  der  Verlust 
von  B^  da  sie  den  Einsatz  e  erhält,  nach- 
dem der  Einsatz  geschehen,  nur  mehr 
G  —  e  und  daher  ist  das  Risiko  von  B: 

Formel  19':    R'  =  {G-—e)  w 

Anmerkung  29.  Der  erste,  der  das  Risiko  in  dieser  Weise  betrachtete^  war 
J.  N.  Tetens,  Professor  in  Kiel:  „Einleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten  etc." 
2.  Teil.  1786.  Unter  den  Werken  späterer  Autoren  über  diesen  Gegenstand  ist  besonders 
hervorzuheben:  „Das  mathematische  Risiko  der  Versicherungsgesellschaften";  Hannover  1885, 
von  Prof.  Dr.  T.  Wittstein,  welchem  vortrefflichen  Werke  manches  hier  folgende  ent- 
nommen ist. 

Anmerkung  30.  Ist  die  Wette  eine  billige,  so  ist  das  Risiko  für  beide  kontrahierende- 
Parteien  gleich  gross.    Denn  nach  Formel  16  ist  der  Einsatz  der  Person  A: 

e  —  w,  G 
also  folgt  aus  Formel  19 

R  =  Lvw'  G 
und  aus  Formel  19' 

R'  =  {\-w)wG  =  w' .wG  ^  R. 

Umgekehrt  ist  jede  Wette,  bei  der  das  Risiko  beider  Parteien  dasselbe  ist,  eine 
billige  Wette.  Denn  ist  xo  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Person  A,  die  Wette  zu  ge- 
winnen, und  e  ihr  Ersatz,  während  w'  und  e'  dieselbe  Bedeutung  für  die  andere  Person 
haben,-  so  ist  nach  Formel  19  das  Risiko  für  die  Person  A: 

R^  =  e  w' 
das  für  die  Person  B: 

R^  z=z  e'  w 


Ra   =    ^B 


Ist  nun 

vorausgesetzt,  so  folgt 

e\e'  =  w.w' 

was  nach  Formel  16  eine  billige  Wette  definiert. 

Anmerkung  31.  Da  die  Person  A,  welche  den  Einsatz  e  leistet,  um  den  Preis  6r 
zu  gewinnen,  nachdem  der  Einsatz  geschehen,  nur  mehr  (6?  —  e)  gewinnt  mit  der  Wahr- 
scheinlichkeit w,  so  stellt  nach  Formel  19'  R'  die  mathematische  Gewinnsterwartung  des 
Spielers  A  dar,  daher  ist  das  Risiko  eines  der  Spieler  gleich  der  mathematischen  Gewinnst- 
erwartung des  anderen. 
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Frage  31 0    Eine  Person  A  setzt  auf 
das  Eintreffen  der  Ereignisse  E^.E^. .  E^ 

gewisse  Summen  e^,  e^  ^  .  .  e^.  ein,  um  die  Antwort.  Da  A  die  Einsätze  e^,  e^ . .  e^ 
Preise  G^,  G^, . .  ,  G^,  welche  auf  das  macht  und  die  Gewinnste  6^^,  G^  .  .  .  G^ 
Eintreffen  dieser  Ereignisse  ausgesetzt  erhält,  wenn  die  Ereignisse  Ej^,  E^,  .,Ej^ 
sind,^  zu  gewinnen.  eintreten,  so  sind  seine  Verluste  die  po- 

Welches  ist  das  Risiko  der  Person  A,  sitiven  unter  den  Differenzen  : 

wenn  u\^  iv^ .  .  .  iVj.  die  Wahrscheinlich-  q  ^  ^ 

keiten    für    das  Eintreffen   der  einzelnen  ^        ^         2  •  •  •    ^         j, 

Ereignisse  sind?  {w\  +  iü^'\- . ,  .lo^^  =^  1)  und    zwar  sind   diese  Verluste  mit  den 

Wahrscheinlichkeiten 

w^^     tu 2  •  .  .  .  w^ 

zu  erwarten,  daher  ist  das  Risiko  von  A: 

Formel  20:  ^  =  V  (e.—  G.)  w. 

wobei  Sj  bedeuten  soll,   dass   diejenigen 

Summanden  blos   zu    nehmen  sind,    die 
positiv  sind. 

Analog  findet  sich  das  Risiko  seines 
Gegners  B: 

Formel  20':  E' =^  ^  (<^-eJ  tv, 

+•  ' 
wobei  wieder  nur  die  positiven  Differen- 
zen G. —  e^  in  Betracht  zu  ziehen  sind, 
denn  die  negativen  stellen  stets  einen 
Gewinn  von  B  dar,  indem  der  Einsatz 
von  A  grösser  ist  als  der  Preis,  der  auf 
das  Ereignis  aussteht. 


Frage  32.     Was  versteht  man   unter 
dem  moralischen  Wert    einer  Er- 

^ '  Antwort.  Unter  dem  moralischen  Wert 

einer  Erwartung  versteht  man  die  Be- 
deutung der  erwarteten  Summe  für  eine 
Person.  Diese  richtet  sich  nach  dem 
Vermögen  der  Person  selbst.  Denn  der 
Zuwachs  von  10  Mark  bei  einer  Person, 
die  100  Mark  im  Vermögen  hat,  hat  eine 
andere  Wichtigkeit,  als  bei  einer  Person, 
die  100000  Mark  im  Vermögen  besitzt. 


Frage  33.  Wie  wird  der  moralische 
Wert  einer  Summe  für  eine  Person  von 
bestimmtem  Vermögen  mathematisch  de- 
finiert ? 
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Antwort.  Diese  Definition  ist  nicht 
feststehend  und  sind  verschiedene  An- 
nahmen gemacht  worden. 

Erkl.  39.  Bouffon,  französischer  Mathe-  Bouffon  definiert  den  mnraliqrhpn  Wprt 
matiker,  stellt  diese  Definition  in  seinem  Werke  .  ^^""on  aennieri  aen  moiaiiscnen  wert 
„Essais  d'arithmetique  morale"  auf.  ^mer  Summe  s  für  eme  Person,  die  das 

Bezüglich  Daniel  ßernoulli  vergleiche  die  Er-  Vermögen  S  besitzt ,  durch  den  Quo- 
klärung  34.  s 

tienten  ^,. 

Daniel  BernouUi  lässt  diese  Definition 
nur  für  unendhch  kleine  Zuwächse  gelten 
und  betrachtet  den  moralischen  Wert  für 
einen  endlichen  Zuwachs  als  die  Summe 
der  Inkremente. 

Ist  also  M  der  moralische  Wert  einer 
Summe ,  d  M  das  Inkrement  davon ,  so 
setzt  Daniel  Bernoulli 


Erkl.  40.  Vergleiche  die  Überführung  der 
Logarithmen  für  verschiedene  Basen  in  Kleyers 
Lehrbuch  der  Loijarithmen. 


clM 


X 


wenn  d  x  der  Vermögenszuwachs  für  das 
Vermögen  x  bedeutet.  Es  wird  dann, 
wenn  das  ganze  Vermögen  der  Person 
ursprünglich  V  war  und  um  v  sich  än- 
derte, der  moralische  Wert 


M 


J       X 


also: 
Formel  21 


M  =  Ä:  log 


V+v 


Logarithmus   ge- 


wobei   der    natürliche 

nommen  werden  soll.   Es  kann  aber  auch 

der    Briggsche    Logarithmus    genommen 

1 
werden,  indem   man  den  Modul 


in  h  hineinnimmt. 


logio< 


Frage  34.  Wie  bestimmt  man  den 
morahschen  Wert  einer  Summe  v^  die 
mit  einer  Wahrscheinlichkeit  w  erwartet 
wird? 


Antwort.  Der  moralische  Wert  einer 
Vermögensänderung j?  bei  dem  Vermögen 
V  ist,  wenn  die  Änderung  v  mit  der 
Wahrscheinlichkeit  w  erwartet  wird,  das 
Produkt  aus  w  in  dem  moralischen  Wert 
der  sicher  erwarteten  Summe.  Also  ist, 
da  Ä:  =  1  gesetzt  werden  kann: 


Formel  22 :    M  =  iv .  lo« 


F+v 
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Werden  mehrere  Summen  v^^  v^. . .  v^ 
mit  den  Wahrscheinlichkeiten  w^,  w^ . . .  m?^ 
erwartet,  so  ist  der  moralische  Wert  die 
Summe  der  einzelnen  moralischen  Werte, 
also  gilt 

Formel  22a :    M^  ^^  ^^  ^  ^^ 
1  ^ 

Anmerkung  32.  Die  Formeln  geben,  wenn  v  positiv  ist,  also  ein  wirklicher  Ver- 
mögenszuwachs stattfindet,  für  M  einen  positiven  Wert,  da  F^-^'>y  ist,  also  auch  der 
Logarithmus  positiv  ist.  Ist  dagegen  v  negativ,  tritt  also  eine  Vermögensabnahme  ein,  so 
ist  y+tJ<y,  also  ist  der  Logarithmus  negativ,  mithin  auch  M  und  stellt  daher  den 
moralischen  Wert  eines  Verlustes  dar.  Es  ist  also  der  moralische  Verlust  M'  bei  einer 
Vermögensabnahme  um  v  mit  der  Wahrscheinlichkeit  w^   wenn  M   der  positive  Wert  ist, 

V  —  V 
IFormel  22':  M'  =  —  i^.log    -fr- 

Anmerkung  33.  Diese  Definitionen  des  moralischen  Wertes  passen  sich  ganz  gut 
dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauche  an.  Der  moralische  Wert  einer  bestimmten  Summe  ist  desto 
grösser,  je  kleiner  das  ursprüngliche  Vermögen  ist  und  desto  kleiner,  je  grösser  das 
ursprüngliche  Vermögen  war.  Für  einen  Menschen,  dessen  ganzes  Vermögen  100  Mark 
ist,  ist  ein  Zuwachs  von  10  Mark  von  grosser  Bedeutung.  Hingegen  ist  ein  Vermögens- 
zuwachs von  10  Mark  für  einen  Menschen,  der  100000  Mark  besitzt,  von  sehr  geringer 
Bedeutung.     Der  Wert  von  M  aus  Formel  21  kann  aber  auch  geschrieben  werden: 


V 


^^  ~\v       2F2  +  3P73  — i 

V 

wenn  —y<:^l  ist;  woraus  ersichtlich,  dass  in  erster  Annäherung  der  moralische  Wert  dem 

V 

Quotienten    y-  proportional  ist. 

Es  wäre  gegen  die  Formel  21  nur  einzuwenden ,  dass  sie  versagt ,  wenn  F  =  o  ist, 
d.  h.  wenn  der  Mensch  gar  kein  Vermögen  besitzt.  Dies  wäre  aber,  sagt  Bernoulli,  ein 
Mensch,  der  gerade  Hungers  stirbt,  denn  jeder  Mensch,  der  lebt,  hat  irgend  ein  Vermögen, 
von  dem  er  lebt,  im  äussersten  Falle  blos  seine  Arbeitskraft,  die  ihm  Lebensunterhalt 
verschaffen  kann. 

Anmerkung  34.  Aus  der  Definition  des  moralischen  Wertes  eines  zu  erwartenden 
Gewinnstes  ergibt  sich,  dass  bei  jedem  Spiel  der  moralische  Wert  des  Verlustes  grösser 
ist,  als  der  moralische  Wert  des  Gewinnstes.  Denn  wird  der  Gewinn  v  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit w  erwartet,  so  muss  bei  einem  billigen  Spiel  der  Einsatz  e  —  vijo  sein,  so  dass 
also  der  Vermögenszuwachs  durch  den  Gewinn  v  —  e  —  vw'  ist.  Dann  ist  der  moralische 
Wert  dieses  Gewinnes  nach  Formel  22: 

T,  r  1        F+  V  W' 

31  —  w.  log jy — 


=       W    .   log    (1     +      -^-)      =      W     \-y         -       2  J,,      + 


wobei  vw'<iV  vorausgesetzt  wird.  Da  aber  durch  den  Einsatz  das  Vermögen  sich  um 
e=  VW  vermindert  und  w'  =  \  —w  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist,  diesen  Verlust  zu 
erleiden,  so  ist  nach  Formel  (22')  der  moralische  Verlust 


M'  =  —  lü'  log  — ^^ — 


(i-i^)  = 


=     —W'  log  1    1 ^^r-  I     =     —W',    


S       viü'      v'iü'  \ 


i         V         2V^       '"i 
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da  V^vw  sein  inuss,   indem   der  Spieler  nicht  mehr  einsetzen  kaan  als  er  besitzt.    Es 
ist  nun 


ji._^/^™'  + 


also  ist  M'  >  M. 


Frage  35.  Was  versteht  man  unter 
der  moralischen  Hoffnung  nach 
La  place?  Antwort.  Erwartet  eine  Person,  deren 

^  , ,    ^.     -r,.       -.^  .  .^.        ^  n^  T     1        Vermögen  F  ist,  die  Vermögenszuwächse 

Erkl.  41.     Diese   Dehmtion   stellt   Laplace  ^  .,  '-,       ^^7.  ,      ^^^-^v^uv^'+^v, 

in  seinem  Werke  „Theorie  analytique  des   ^'1.  ^2  •  •  •  «^,  mit  den  Wahrschemhchkeiten 

Probabilites"  auf.  w^,  W^  -  .  ■  Wj.,  wobei  W-^-\-  ^2+  •  •  •  +  ^^'i 

=  1  ist,  SO  definiert  Laplace  die  mathe- 
matische Hoffnung  durch  die  Formel: 

Formel  23 :     H  =  {V+  vj'^  ( F+  vj\  . .  ( F+  v)""^' - F 

Ist  H  positiv,  so  ist  es  die  morahsche 
Hoffnung  eines  Gewinnes,  ist  H  negativ, 
so  ist  es  die  moralische  Hoffnung  eines 
Verlustes. 

V 

Anmerkung  35.     Man  kann  für  kleine  Werte  von  -y-  setzen 

=  f(i  +  ^^)(i  +  ^)   ...(h-!^)-f 

=  ViWi+  Vz if 2+  . . .  +  Vj^ w,^  H — ^— ^ 1-  . . . 

und  daher,  wenn  e  die  mathematische  Hoffnung  ist,  nach  Formel  17 

^  =  e  +  w^^w^  ~-r7"  +  •  •  • 

so  dass  für  kleine  Werte  -^  sich  die  moralische  Hoffnung  von  der  mathematischen 
wenig  unterscheidet. 

Anmerkung  36.  Bezeichnet  man  mit  X  den  Wert  des  Vermögens,  welches,  wenn 
es  gewiss  wäre,  denselben  moralischen  Wert  hätte,  wie  die  Gewinne  v^,  v^  .  .  .  t?^,  so  wäre 
nach  Formel  (22'): 

X  V+v  V+Vo  ^+^* 

log  -y-  =  tV,  log  -^*    +  IV,  log  ~-y-    -^...  +  W^lOg  — ^- 

_      (F+  v,r{v+v,n..{v+w,ri^ 

—  log    ■  yf^l-i-W^-j-    .     .    +M'A 

oder  da  w^+w^+...+Wj^=l,  so  ergibt  sich  dieser  Wert 
Formel  24 :  X={  V+  v,f^  ( F+  v.f^ . .  ( F+  w^f^ 

also 

B=X-V 

die  moralische  Hoffnung. 
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Aufgabe    126.     Welches   ist    die   mathe- 
matische Hoffnung  eines  Lotteriespielers,  der 

ein  bestimmtes  Terno  setzt,  wenn  sein  Ein-        ^    ^,  -.x    ,    .    ^    ,        .  ,  -,.   ^r  -, 

satz  4800fach  als  Gewinn  ausgesetzt  ist?  Auflösung.  Nach  Aufgabe  7  ist  die  Wahr- 

scheinlichkeit für  em  bestimmtes  Terno 


11784 


Setzt  der  Spieler  also  G  Geldeinheiten  ein, 
so  ist  seine  mathematische  Erwartung  nach 
Formel  14 

E  =  -^^^  G 
11784 

=  0,407332  G 


Aufgabe  127.  Ein  Diamant  vom  Gewichte  a 
wird  in  zwei  Stücke  zerschlagen,  welches  ist 

die  mathematische  Erwartung  des  Wertes  der        .     .,  ^      ^    ,      ^    .     , 

zerschlagenen  Diamanten,  wenn  der  Wert  des  Auflosung.  Ist  P  der  Preis  des  ganzen 
Diamantenstückes  dem  Quadrate  seines  Ge-  Diamanten,  so  wd  P  =  A;a- sein,  wo  k  eine 
Wichtes  proportioniert  ist.  Constante   ist.     Der  Diamant   möge   nun    m 

die  Stücke  vom  Gewichte  x  und  {x  —  a)  zer- 
schlagen werden.  DieWahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  gerade  ein  Stück  vom  Gewichte  x  oder 
a;+Ja:vomganzenDiamanten  abfällt,  ist  nach  den 

d  V 
Aufgaben  16  u.  17: — —,     Die  mathematische 

Erwartung  des  Wertes  des  Stückes   ist  also 

liX^  ■ — '—    und    die    für    das     zweite    Stück 
a 

d  X 
k  (x  —  ay ,  also  ist  die  mathematische 

Hoffnung  für  beide  Stücke 

k  x^ [-  k{x  —  ay  -^ 

—       (2 x""-  2ax  +  a^)dx 

Kun  kann  x  jeden  Wert  zwischen  o  und  a 
annehmen,  es  wird  also  die  mathematische 
Erwartung  gleich  sein  der  Summe  aller  derart 
erhaltenen  mathematischen  Erwartungen,  d.  h. 

es  ist 


E  =  jf(2  x^-2ax  -]-a')dx 

o 

a    \o  / 


2 
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d.  h.  die  mathematische  Erwartung  ist  nur 
des  Preises  des  ganzen  Diamanten. 


Aufgabe  128.  Zwei  Personen  A  und  B 
spielen  Würfel.  B  verpflichtet  sich  dem  Ä 
soviel  Mark  zu  zahlen,  als  A  mit  dem  Würfel 
Punkte  aufwirft.  Wie  gross  ist  der  Einsatz 
von  A,  und  wie  gross  ist  das  Risiko  des 
Spieles  ? 


Auflösnng.  Die  Wahrscheinlichkeit  irgend 
eine  bestimmte  der  Seiten  des  Würfels  auf- 
zuwerfen ist  w  =  ^. 

Da  nun  A  die  Gewinnste  1,  2,  3,  4,  5, 
6  Mark  erhält,  je  nachdem  er  1,  2,  3,  4, 
5,  6  Punkte  wirft,  so  ist  seine  mathematische 
Erwartung  nach  Formel  17: 


2  +  ^^  +  i 


4  +  |.5  +  |.« 


=  3,5 

Mithin  muss  bei  einem  billigen  Spiele  A 
den  Einsatz  3,5  Mark  leisten. 

Das  Eisiko  von  A  berechnet  sich  folgender- 
massen:  In  den  Fällen,  in  welchen  er  1,  2, 
3  Punkte  w^irft ,  verliert  er  3,5  —  1  =  2,5, 
3,5  —  2  =  1,5  und  3,5  —  3  =  0,5  Mark,  in 
den  übrigen  drei  Fällen  gewinnt  er  stets. 
Da  die  Verluste  aber  alle  die  Wahrschein- 
lichkeit 10=^  haben,  so  ist  sein  Risiko  nach 
Formel  20: 


E  =  (2,5  +  1,5  +  0,5) 
=  0,75  Mark 


Dahingegen  verliert  B  im  Falle  A  die  Punkt- 
zahl 4,  5,  6,  wirft  4  —  3,5=0,5,  5-3,5=1,5 
und  6  —  3,5  =  2,5  Mark,  da  hiefür  auch  die 

Wahrscheinlichkeiten  w  =  ^  gelten,   so  ist 

das  Risiko  von  B 

R  =  (0,5  +  1,5  +  2,5)  |- 

=  0,75  Mark 
genau  so  gross,  wie  das  von  A. 

Anmerkung  37.    Dieses  Beispiel  führt  schon  Tetens  an.    Vgl.  die  Anmerkung  30. 


Aufgabe   129.    Ein   Ereignis   besitzt   die 
Wahrscheinlichkeit   p,    auf    sein    Eintreffen 

macht  A  den  Einsatz  e  und  erhält  den  Preis  g  .    „,.j             ,^       i     t.    •     •    i   •       ^r 

von  B,  wenn   das  Ereignis   eintritt.     Wenn  Auflösung    Dass  das  Ereignis  bei  m  Ver- 

nun   A  auf  das   m-malige  Eintreffen   dieses  suchen  (m  - /c)  mal   eintritt   hat   die  ^\ahr- 

Ereignisses    setzen   will,    wie   gross    ist  das  schemlichkeit  nach  Formel  8  den  Wert: 

Risiko?    Hiebei  wird  vorausgesetzt,  dass  das  __  /m\    m—kk 

Eintreffen  des  Ereignisses  das  folgende  Ein-  *       \^/ 

treffen  nicht  beeinflusst.  ^obei  ^  =  1  -;?  die  entgegengesetzte  Wahr- 
scheinlichkeit ist. 
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Wenn  aber  das  Ereignis  (m  —  k)  mal  ein- 
tritt und  k  mal  nicht  eintritt,  dann  ist  {m'—k)g 
der  Gewinn  und  ke  der  Verlust  von  Ä,  daher 
sein  Gewinn  blos: 

=  mg—{g+e)k 

Die  mathematische  Erwartung  von  A  oder 
das  Eisiko  von  B  ist  also  für  diesen  Fall 
gj.Wj^  und  daher  ist  das  ganze  Risiko  von  Bi 

m 

0 

0  '  ' 

m  m 

o  o 

Beachtet  man,  dass  nach  dem  binomischem 
Lehrsatze 

m 

ist,  und  dass  _p  +  g  =  1,  so  folgt 

m 

O 

Die  zweite  Summe  bestimmen  wir  folgender- 
massen.     Es  ist 


und 


o 
,    in  V 

also  wenn  man  die  Differentiationen  ausführt: 
m  (p  +  qtr-\q=Y,Xt)  P'"~"  'f  '"''■    * 

O 

Setzt  man  hierin  ^  =  1  und  beachtet,  dass 
i?  H-  g  =  1  ist,  so  folgt: 

m 

0 

also  ist 

72  =  mg  —  {g  ■¥  €)mq 
oder 

R  =z  mgp  —  meq 

das  Risiko ;  ein  Resultat  zu  dem  man  auch  so 
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gelangen  kann:  A  hat  die  Wahrscheinlich- 
keit p  den  Preis  g  zu  gewinnen  und  die 
Wahrscheinlichkeit  q  den  Einsatz  e  zu  ver- 
lieren. Seine  mathematische  Hoffnung  bei 
einem  Spiele  ist  daher 

gj:)  —  eq 
und  da  die  m  Spiele  von  einander  unabhängig 
sind,  so  ist  seine  mathematische  Hoffnung  für 
dieselben 

m{gp  —  eq), 

welches  auch  das  Risiko  seines  Gegners  B  ist. 
Ist  die  Wette  eine  billige,  so  ist 
e  =  gp 


und  dann  folsrt 


R  = 


mgp' 


Aufgabe  130.  In  einer  Urne  sind  3  weisse 

und  5  schwarze  Kugeln.  A  erhält  2  Mark, 
wenn  er  eine  weisse  Kugel  zieht,  zahlt  aber 
1  Mark,  wenn  er  eine  schwarze  herauszieht. 
Ist  das  Spiel  ein  billiges? 


Auflösung.  Man  kann  das  so  auffassen, 
dass  auf  das  Ziehen  einer  weissen  Kugel  ein 
Preis  von  3  Mark  gesetzt  ist  und,  dass  A 
als  Einsatz  1  Mark  leistet.  Denn  dann  er- 
hält er  zwar  3  Mark,  wenn  er  eine  weisse 
Kugel  zieht,  da  er  aber  1  Mark  einsetzte,  so 
ist  sein  Gewinn  blos  2  Mark.  Da  die  Wahr- 
scheinlichkeit eine  weisse  Kusrel  zu  ziehen 


ist,   so   sollte  sein  Ersatz,  wenn   die  Wette 
billig  sein  soll  nach  Formel  16 


^A    = 


=  -i- 


sein.   Die  Wette  ist  daher  für  A  vorteilhaft, 
für  seinen  Gegner  also  nachteilig. 


Aufgabe  131.  Wenn  A  bei  dem  Ziehen 
«iner  weissen  Kugel  a  Mark  erhält,  wie  viel 
muss  er  bei  dem  Ziehen  einer  schwarzen  Kugel 
einzahlen,  damit  die  Wette  billig  ist? 


Auflösung.  Ist  p  die  Wahrscheinlichkeit 
für  das  Ziehen  einer  weissen  Kugel,  q  die 
für  das  Ziehen  einer  schwarzen,  und  zahlt  A 
bei  dem  letzteren  x  Mark  ein,  so  kann  a  +  x 
als  der  Preis  betrachtet  werden,  der  auf  das 
Ziehen  einer  weissen  Kugel  gesetzt  ist,  wäh- 
rend X  der  Einsatz  von  A  ist.  Nach  Formel  16 
ist  dann  für  x  die  Gleichung 

X  =  {a  +  a)  p 

zu  erfülleil;  oder 

X  q  =  ap 
also 
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Aufgabe  132.  A  und  B  spielen  eine  Partie. 
Sie  brechen  das  Spiel  ab,  bevor  der  Einsatz 

von  32  Mark  gewonnen  wurde.  Damit  A  .  „,..  at  i  j 
diesen  Preis  gewinnt,  müssteer  noch  3  Partien,  Autlosung.  Nach  den  Ausemandersetz- 
B  blos  2  Partien  gewinnen.  Beide  haben  ^"^en  der  Frage  29  müssen  die  Spieler  den 
dieselbe  Wahrscheinlichkeit  eine  Partie  zu  Einsatz  m  dem  Verhältnisse  der  Wahrschein- 
gewinnen. In  welchem  Verhältnisse  muss  der  lichjceiten  das  Spiel  zu  gewinnen  teilen.  Xach 
Preis  von  32  Mark  unter  dieselben  verteilt  Aufgabe  76  hat  A  die  Wahrscheinlichkeit 
werden?                                                                                          w  =  p''^[l  +  oq'] 

und  B  die  Wahrscheinlichkeit 

..     .  ,    .  ^       .3.2 
w' 


=  1'     [l+2j'+i.2-J 
das  Spiel  zu  gewinnen.    Da  nun  p  =  q 


ist,  so  folgt 

5 

Daher  erhält 

-  =  -^ 

A 

-^  ^   39  - 

.  .^^^  .rf-  - 

B 

^1   32  - 

.    .  jg    .  o2    - 

vom  Einsätze. 

10  Mark 
22  .,     „ 


Anmerkung  38.  Mit  einer  ähnlichen  Aufgabe  nahm  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung ihren  Anfang.  Chevalier  de  Mere  legte  im  Jahre  1656  dem  Mathematiker  Pascal 
das  Problem  vor:  In  welchem  Verhältnisse  müssen  zwei  Spieler  den  Einsatz  teilen,  wenn 
sie  das  Spiel  vor  der  Entscheidung  abbrechen?  Pascal  löste  dasselbe  mittels  seiner  Triangul- 

zahlen  (Binomial-Coefficienten  unter  Voraussetzung  p  =  q  =  ^O»  teilte  es  Fermat  mit,  der 

eine  allgemeine  Lösung  des  Problems  lieferte.  Darüber  entstand  ein  Streit,  in  welchem 
aber  Pascal  bald  erkannte,  dass  die  Methode  von  Fermat  besser  ist,  um  verallgemeinert  zu 
werden.  Von  da  ab  beschäftigten  sich  die  Mathematiker  auch  mit  den  Problemen  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  bis  die  Brüder  Bernoulli  einen  ganzen  Traktat  hetitelt  „Ars  conjec- 
tandi^'  im  Jahre  1713  (Erkl.  34)  herausgaben.  Von  den  späteren  ist  besonders  Laplace  zu  nennen, 
der  seine  Theorie  analytique  des  Probabilite  im  Jahre  1809  zum  erstenmal  und  1821  schon 
zum  drittenmal  herausgab.  Dies  Werk  wurde  für  alle  folgenden  fundamental  und  enthält 
als  Einleitung  eine  ausgezeichnete  philosophische  Betrachtung  über  das  Wesen  der  Wahr- 
scheinlichkeit. 


Aufgabe  133.    Es  ist  die  mathematische 
Hoffnung  des  Banquiers  im  Pharaospiele   zu 

bestimmen,  wenn  er  noch  a  Blätter  in  der  Auflösung.  So  lange  die  Karten  des  Spielers 
Hand  hält,  unter  denen  sich  n>2  Karten  ^^^^^  in  einem  Abzüge  erscheinen,  ist  die 
des  Spielers  vorfinden,  und  der  Spieler  den  Gewinnst-  und  Verlusthoffnung  des  Banquiers 
Einsatz  e  gemacht  hat.  gleich  gross ,   dieselben  heben  sich  also  auf. 

Es  bleibt  für  ihn  aber  noch  die  Hoffnung^  den 

Erkl.  42.  Bezüglich  der  Kegeln  des  Pharao-   halben   Einsatz   einzuziehen,   wenn   zwei  der 

spielos  siehe  die  Erklärung  29.  Karten  des  Spielers  in  einem  Abzug  auftreten. 

Ist  p   die  Wahrscheinlichkeit  hiefür,   so  ist 

seine  Hoffnung 

H=yep 


^  ~  a\a~{)   2j 
t=i 
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Der  Wert  von  p  bestimmt  sich  nach  Auf- 
gabe 77: 

(a  —  n\ 

\2i-2) 

wobei  der  Wert  von  r  zu  bestimmen  ist. 

Offenbar  ist  das  Spiel  zu  Ende  mit  dem 
yten  Abzüge,  wenn  der  Banquier  nach  r  —  1  Ab- 
zügen nur  noch  die  n  Karten  des  Spielers  in 
der  Hand  hat,  wenn  n  gerade  ist,  oder  die 
n  Karten  des  Spielers  und  noch  1  weitere 
Karte,  wenn  n  ungerade  ist.  [Nachdem 
2  (r— 1)  Karten  von  den  52  Karten  des  Spieles 
auf  den  Tisch  gelegt  wurden,  muss  eine  ge- 
rade Anzahl  von  Karten  in  der  Hand  des 
Banquier  bleiben.] 

Denn  im  ersten  Fall  müssen  im  r^en  Ab- 
züge zwei  Karten 'des  Spielers  auftreten.  Im 
zweiten  Fall  aber  treten  entweder  im  r^^  Ab- 
züge 2  Karten  des  Spielers  auf,  oder  es  tritt 
eine  seiner  Karten  und  eine  andere  auf,  wo- 
durch entweder  er  oder  der  Banquier  gewinnt, 
je  nachdem  seine  Karte  als  zweite  oder  erste 
erscheint. 

Ist  also  n  gerade,  so  müssen  nach  [r  —  1) 
Abzügen  noch  n  Karten  übrig  bleiben,  da- 
her ist 

a  —  2  (■/•  —  1)  =  w 
oder 

a  —  n-\-2 
,  =  __ 

ist  aber  n  ungerade,  so  muss 

a  —  2  (r  —  1)  =  w  +  1 
oder 

«  —  n  +  1 
r  =  ^ 

sein. 

Da  nun  n  >  2  ist  und  das  (r  +  l)*e  Glied 
in  der  Summe  für  jp  die  Form  hätte 

{ a — n\  /     a~n    \ 

\^1+J1  ^  A«LZlZL±iZ   wenn  n  gerade 
(a  —  2\  (    a  — 2    \ 

V2r4-V  \a  —  n  +  2) 

—   \g  —  >^  +    /    ^reun  n  angerade 

\a  —  n+  \) 

ist  und  jedes   dieser  Glieder  den  Wert  Null 
hat,  da 


a—n   \__{a-~n){a  —  n  —  l)...0.  —  l 
—  w  +  2J—       1.2 (a— wH-2) 


/    a  —  n    \ 

ya—n  +  l) 


(a — n){a — n — 1) 1.0     

r72  7.  .7777.^  (ä^w+2)  "~ 
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ist ,   so  bricht  die  Reihe  von   selbst  ab  und 
man  hat 


^^  1    !L(!L-i)  V 


(  a~n\ 
\2  i-  2) 


a{a—l)  Lu   (  a  —  2\ 

\2  i  —  2; 

die  Summe  genommen,  bis  sie  abbricht. 


Aufgabe  134.  Es  ist  die  mathematische 
Hoffnung  des  Banquiers  zu  bestimmen,  wenn 
er  noch  a  Karten  in  der  Hand  hat  und  der 
Spieler  2  Karten  bezeichnet,  auf  welche  er 
den  Einsatz  e  macht. 


Auflösung.  Wie  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe,  hat  man  auch  hier  nur  den  Vor- 
teil, den  der  Bankhalter  dem  Spieler  gegen- 
über besitzt  ins  Auge  zu  fassen. 

Dieser  Vorteil  besteht  darin,  dass  die  zwei 
Karten  in  irgend  einem  der  (r  —  1)  Abzüge 
erscheinen,  die  dem  r^e»  vorangehen  da  hier 
n  =  2  ist,  so  können 

a  —  2  =  2  (r  —  1) 

Karten  aufgelegt  werden,  oder  es  ist 


r  = 

2^ 

nehmen,  wodurch 

i 

2.1 

P  -  aia-1) 

=  ~a/a-2\ 

V    I2.-2J 

Zj     /a-2\ 
i  =  i    ^^2z  — 2^ 

2.1 

«(a-1)' 

1 
•2  « 

1 
~  a  —  1 

Bobei,  Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 


Dieses  ist  nicht  der  ganze  Vorteil  des 
Banquiers,  denn  jetzt  kommt  noch  der  Vor- 
teil hinzu,  der  ihm  daraus  erwächst,  dass  die 
letzte  Karte  nicht  zählt.  Sind  also  die  letzten 
zwei  Karten  die  vom  Spieler  berechneten,  so 
legt  der  Banquier  eine  rechts,  die  nächste 
käme  links,  da  sie  nicht  zählt,  so  hat  der 
Spieler  seinen  Einsatz  verloren,  da  seine 
Karte  rechts  zu  liegen  kam. 

Die  Wahrscheinlichkeit  nun,  dass  die  zwei 
letzten  Karten  die  vom  Spieler  bezeichneten 
sind,  ist 

2.1 
a  (o — 1) 

indem  die  a  Karten  [Tj  Gruppen  von  2  bilden 
können,  unter  denen  nur  1  aus  den  beiden 
Karten  des  Spielers  besteht 

10 
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Der  ganze  Vorteil  des  Ranquiers  ist  also 

1  ___2 a-f2 

a— 1         a  (a  —  1)  ""  a  (a  — 1) 

und  seine  Hoffnung  mithin,  dass  er  den  halben 
Einsatz  einzieht,  ist 

a  +  2 


B  = 


2     a  (a  — 1) 


Er  zieht  nämlich  zufolge  des  ersten  Vor- 
teils den  halben  Einsatz  ein,  zufolge  des 
zweiten  den  ganzen,  da  aber  beides  gleich- 
zeitig eintritt,  so  bringt  ihm  der  zweite  Vor- 
teil doch  nur  den  halben  Einsatz  noch  zu 
dem  ersten  hinzu. 


Aufgabe  135.  Der  Banquier  hält  noch 
a  Karten  in  der  Hand,  der  Spieler  setzt  auf 
eine  Karte  den  Einsatz  e.  Welches  ist  die 
mathematische  Hoffnung  des  Banquiers? 


Auflösung.  Der  Vorteil  des  Banquiers  ist 
hier  darin,  dass  die  Karte  an  letzter  Stelle 
erscheinen  kann,  wo  sie  dann  ungiltig  ist. 
Die  Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist 


und  da  der  Banquier  dann  den  ganzen  Ein- 
satz gewinnt,  so  ist  seine  Hoffnung 


Aufgabe  136.  A  und  B  wetten  1  gegen  1 
mit  zwei  Würfeln  den  Pasch  „6  6"  zu  werfen 
und  zwar  wettet  A  denselben  in  24  Würfen 

wenigstens  einmal  zu  werfen.    V^ie  gross  ist       Auflösung.   Nach  Aufgabe  82  ist  A  j eden- 
sein Nachteil  bei  einem  Spiel  von  24  Würfen?   f^lls  im  Nachteil,  da  die  Wahrscheinlichkeit 

den  Pasch  6  6  in  24  Würfen  wenigstens  ein- 
mal zu  werfen  kleiner  als  ^  ist. 

Es    ist    die    Wahrscheinlichkeit    für    das 
Werfen  des  Pasch 


Die  entgegengesetzte 


36 


36 


Daher  ist  die  Wahrscheinlichheit  diesen 
Pasch  in  24  Würfen  wenigstens  einmal  zu 
werfen  nach  Aufgabe   82: 

w  =  l—t^ 

w  =  0,49145 
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Nebenrechnung; 


35 
36 


=  0,9877655  —  1 


log    (ll)^  0,7003720-1 

(ir 


0,50855 


^  OK  V   24 


Steht  also  der  Preis  G  auf  der  Wette,  so 
sollte  Ä  den  Einsatz 

e  =  0,49145  G 

machen.    Da  sie  aber  1  gegen  1  wetten,   so 

setzt  sowohl  Ä  als  B  jeder  ^   G^  ein,  daher 

ist  der  Nachteil  von  A: 

8  =  l    6^—0,49145  G 

0  =  0,00855  G 

bei   einem    Spiele   von   24   Würfen.    Ebenso 
gross  ist  der  Vorteil  von  B, 

So  klein  auch  dieser  Nachteil  von  A  ist, 
reicht  er  doch  hin  bei  einer  grossen  Anzahl 
von  Partien  dem  Ä  mit  grosser  Wahrschein- 
lichkeit einen  grossen  Verlust  zu  bringen,  wie 
die  folgende  Aufgabe  zeigt. 


Aufgabe  187.  Wenn  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe  A  und  B  je  0,5  Mark  einsetzen,  wie 
viel  Partien  zu  24  Würfen  müssen  die  Per- 
sonen spielen,   damit  man  1  gegen  1  wetten 

kann,   dass  der  Verlust  von   Ä  die  Summe       Auflösung.     Nach   den   Auseinandersetz- 
von  100  Mark  übersteigt  ?  imgen  der  Frage  26  haben  wir 

wi  >  ^  |2  ?j  C+GY  +  Gp  V^^C^TGY 
zu  nehmen,  wobei  sich  p  aus  der  Gleichung 

P 


T  = 


V2  w  (l—w) 


und  Y  aus 


V 


J 


^      dt 


m  ^ 


berechnet,  da  W=  «  sein  soll,    damit  man  1 

gegen  1  wetten  kann,  dass  der  Verlust  von 
A  stattfindet.  Der  Wert  von  ö  ist  eben  in 
der  vorhergehenden  Aufgabe  als 

§  =  0,00855  G, 

bestimmt  worden.  Es  ist  ferner  C  =  100, 
G=l',  w  =  0,49145. 

Daher  ergibt  sich: 
2  .  (0,00855)^    l^'^^'^l^'^^  +  P'  +  r>  V  ö;03427iÖÖ  +  p^  | 


1 


Aus  Tabelle  II  folgt  für  e(Y) 
T  =  0,47  oder  genauer 

Y  =  0,476936 


der  Wert 
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N  e  b  e  n  re  c  h  n  u  n  g  : 

log  IV    =  0,6914793  —  1  ) 
log  w'  =  0,7063720  —  1     + 
log  2     =  0,3010300 


log\/2 
log 


1,6988813  —  2 
i'  =  0,8494406- 


—  0,6784601  —  1  I 
=  0,5279007 


+ 


p  =  0,3372 
log         3,544  =  0,5494937 
log  \/d^U  ==  0,2747468         j  ^ 
logp  =^  0,5276007  — li  ' 

0,8026475-1 

0,6348 

log    0,00855      =  0,9319661  -  3 
log  (0,00855)2    =  0,8639322  —  5 

log     1,2294        =  0,0896932 ) 
4,2257610 


daher 

p  =  0,476936.  V2T0^4914570~,5Ö855^ 
P  =  0,337 
lind 

f=  0,114 
also  ist 

p  \/3,IS^f^  =  V'  3,544  .  0,337 
=  0,6348 
1,71  +  0,114  +  0,6348  =  2,4588 


also 


2,4588 


^'  ^  "2.(0,00855)- 

?//  >  16817,5 

d.  h.  bei  16818  Partien  könnte  man  1  gegen  1 
wetten,  dass  der  Verlust  von  A  mehr  ak 
100  Mark  beträgt. 


Aufgabe  138.  In  einer  Lotterie  werden 
100000  Lose  ausgegeben  und  zwar  werden 
folgende  Gewinnste  festgesetzt: 

1  Los  gewinnt  .     10000  Mark 

4  Lose  gewinnen  ä  5000      „ 

20      .,  .,  „  1000      „ 

25      „  „  „     100      „ 

50     „  :,  „      50      „ 

900      V  .,  „       20      „ 

99  000      „  „  den  Einsatz, 

wie   gross    ist   dieser,    wenn    das    Spiel    ein 
billiges  sein  soll? 


Auflösung.  Der  Einsatz  muss  offenbar 
gleich  der  mathematischen  Erwartung  des 
Spielers  sein  und  ist  daher  nach  Formel  17 
zu  berechnen:  . 

^==iöö:Vo^^^-^^^  +  iöö^o-öö^^^^ 


20 


100 .  000 

50 
100 .  000 

99000 
100 .  000 


1000  + 
100    - 


25 


100.000 

900 
100.000' 


100 


50 


woraus 

e 

73 

lÖÖ 

~  100 

also 

6   = 

73  Mark 

sich 

ergibt. 

Aufgabe  139.     Wie  gross  ist  das  Risiko, 
das  mit  einem  Lose  verbunden  ist? 


Auflösung.  Da  der  Spieler  nur  verliert, 
wenn  eines  der  Lose  zu  50  oder  20  Mark 
gezogen  wird,  so  ergibt  sich  sein  Risiko  nach 
Formel  20: 
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=  0,4885 

Das  Risiko   der  Lotterieunternehmung  be- 
rechnet sich  nach  Formel  (20') 

R'  ^  (10000-73)  ^^  +  (5000-  73)  -^^^ 

=  0,4885 
wie  es  sein  muss  gleich  E. 


Aufgabe    140.     Eine  Bank    emittiert    am 

3.  Januar  1889  100000. Lose  mit  folgendem 

Verlosungsplan:      Es     werden    jährlich     am 

2.    Januar    10000    Lose    gezogen    und    zwar 

entfällt 

auf     1  Los  ein  Treffer  von  10 000  Mark 

„      4  Lose  je  ein  Treffer  von  5000     „ 

„  25  „  „  „   „    .,  2000  „ 

„  170  „  ,.  „   „    „  1000  „ 

„  800  „  „  „    „    „  500  ., 

die    9000    übrigen    Lose    werden    zu    ihrem 

Emissionswerte  gezogen.   Wie  hoch  stellt  sich 

dieser  Emissionswert,  wenn  als  Zinsfuss  3% 

angenommen  wird  und  die  erste  Ziehung  auf 

den  2.  Januar  festgelegt  wurde? 


ErkL  43.  Bezüglich  des  Zinsfusses  und  des 
Diskontierungsfaktors  vergleiche  Kleyers  Lehr- 
buch der  Zinses-Zius-  und  Rentenrechnung. 


Auflösung.  Ist  e  der  Emissionswert,  d.  h. 
der  Kaufpreis  des  Loses  am  3.  Januar  1889, 
so  muss  dieser  gleich  sein  der  mathematischen 
Hoffnung  des  Besitzers  eines  Loses,  die  er 
am  3.  Januar  1889  hat.  Diese  mathematische 
Erwartung  ist  die  Summe  der  Erwartungen, 
die  sich  an  die  einzelnen  Ziehungen  knüpfen, 
diskontiert  auf  den  3.  Januar  1889.  Sind 
also  Cj ,  e^  .  .  .  .  e^Q  die  mathematischen  Er- 
wartungen, die  sich  an  die  1*^,  2*^  .  .  .  . 
10*®  Ziehung  knüpfen,  so  ist,  da  die  erste 
Ziehung  ein  Jahr  später  erfolgt,  der  gegen- 
wärtige Wert  dieser  Erwartungen: 

wenn  p  der  Diskontierungsfaktor  ist,  also  für 
unseren  Fall 

f>  =    .,4r  =  0,9708738 
vorausgesetzt  ist. 
Dann  ist 

Bestimmung  von  e._^^.  Um  e^,^  zu 
bestimmen,  müssen  wir  die  Wahrscheinlich- 
keit w.  bestimmen  erstens,  dass  das  Los  in 
den  i  vorausgehenden  Ziehungen  nicht  gezogen 
wurde  und  die  mathematische  Erwartung  s 
die  sich  an  die  (i  + 1)*^  Ziehung  knüpft,  dann 
ist 

IV.  ist  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlich- 
keit dafür,  dass  das  Los  weder  in  der  P^^,  noch 
in  der  2^«",  noch  in  der  i^en  Ziehung  gezogen 
wurde.  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
das  Los  in  der  l^en  Ziehung  nicht  gezogen 
wird,  ist 

90000   _  9 
100000  ~  lÖ 
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denn  90000  Lose  werden  nicht  gezogen.  Die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  von  den  90000 
Losen,  welche  bei  der  2*^^  Ziehung  vorliegen 
das  Los  nicht  gezogen  wird  ist 

80000   _  8 
90000   ""  9 

u,  s.  w.   die   Wahrscheinlichkeit  dafür,   dass 
das  Los  bei  der  i^^^  Ziehung,  zu  welcher  noch 
(10  —  i+  1) .  10000  Lose  vorliegen  nicht  ge- 
-     -  zogen  wird  ist 


(10  —  010000 
(10  —  z  H-  1)  10000  ~ 

10  —  2 

-  10  — z-l 

denn  von  den  (10  —  i+  1) 
den  (10  —  0  10000  Lose 

.10000  Losen  wer 
nicht  gezogen. 

E 

s  ist  also 

9     8    7 
^^^10-9-8-" 

10  — E 

10  — ?■-+ 1 

10  —  ?■ 

==  -TO 

Die  mathematische  Erwartung  die  sich  an 
das  Ziehen  des  Loses  in  der  {i  + 1)  Ziehung 
knüpft  ist  die  Summe  der  mathematischen 
Erwartungen  der  einzelnen  Gewinnste.  Da 
nun  für  die  (i  +  l)*e  Ziehung  noch  (10  —  i\ 
10000  Lose  vorliegen,  so  ist 

'■Ht  =  (lO^noÖÖO  •  ''"^  +  (10- 0  10000  ^0*^ 

OK  170 

+  (fo  ::r7yToooo '  ''"^  +  (lo-oioooö  "^^ 
+  __A00  00     .        9000        _ 


(10  —  0  10000  '(10-010000 

und  mithin  ist 

=  j^  (65  +  0,9  0 

oder 

€._^^  =  6,5  +  0,09  € 

Daher  ergibt  sich 

e  ^  (6,5  +  0,09  e)  (p  +  p'^+  . . .  +  p^") 


=r- 

(6,5  +  0,09  0 

^"a 

310 

P 

= 

(6,5  +  0,09  e) , 

.  0,9709 

0,2559 
0,0291 

= 

(6,5  +  0,09  0 

10,75 

woraus 

c    =^ 

215  Mark 

folgt. 
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Anmerkung  39.  Man  hätte  den  Wert  von  e.^^  auch  so  finden  können:  Die  mathe- 
matische Hoffnung,  die  sich  an  ein  Los  knüpft  ist  bei  jeder  Ziehung  dieselbe  65  + 0,9c. 
Da  nun  das  Los  in  irgend  einer  der  10  Ziehungen  gezogen  werden  kann,   so  reduziert  sie 

sich  auf  -^7.    (65  +  0,9e),   denn  es  ist  gleiche  Wahrscheinlichkeit  vorhanden,  dass  das  Los 
in  irgend  einer  Ziehung  erscheint. 


Aufgabe  141.     Wie  gross  ist   das  Risiko 
eines  Losbesitzers,  der  dasselbe  am  3.  Januar 

1889  zum  Preise  von  215  Mark  kauft.^  .    «,.. 

Auflösung.  Da  215  Mark  zu  Zmseszins 
auf  10  Jahre  angelegt  bei  3%  nicht  auf  die 
Höhe  von  500  Mark  anwachsen,  so  ist  das 
Risiko  des  Losbesitzers  nur  darin  vorhanden, 
dass  er  die  Zinsen  seines  Geldes  verliert, 
wenn  das  Los  mit  dem  Emissionswerte  ge- 
zogen wird. 

Wird  das  Los  erst  in  der  (i+1)*^^  Ziehung 
mit  dem  Emissionswerte  e  gezogen,  so  ist 
dieser  Verlust 

Erkl.  44.    Bezüglich  des  Aufzinsungsfaktor  ^  ^      ~  ^ 

vergleiche  Kleyers  Lehrbuch  über  Zinseszins- und   wenn  r=  1,03  der  Aufzinsungsfaktor  ist. 
Eentenrechnung. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Los  aber 
mit  dem  Emissionswerte  in  der  (i  -h  1)*®" 
Ziehung  gezogen  wird  ist: 

9000      10  — 2 
10000  '     10 

nämlich  das  Produkt  aus  den  Wahrschein- 
lichkeiten, dass  das  Los  zu  Emissionswerte 
gezogen  wird  und  der  Wahrscheinlichkeit,  dass 
es  in  den  i  vorausgehenden  Ziehungen  nicht 
gezogen  wurde.  Das  an  die  (^  + 1)*«  Ziehung 
sich  knüpfende  Risiko  ist  also 

'^"^        ^Mo'~iö~ 

und  mithin  das  ganze  Risiko 

9 
9.6 


I^^  =  '^,'EAr'^'-l)ilO-^^) 


E 


oder 

9 


0,09 .  e 


10 


^^z+^-^ao-o-^-S^^r*" 


,,ri°— 1  _  lOr'nr  — 1)  — r(r»»— 1) 

wenn  man  die  nebenstehende  Erklärung  be- 
ErkL45.    Es  ist  rücksichtigt. 

rc—i  Reduziert  liefert  die  Gleichung 

y.^,^^r"(r--l)-.r(,-'--J)  ,(,.._  i)  _  io(,_i)      .. 
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Denn  setzt  man 


z,=  r'f 


so  ist 


und  da 


so  ist 


und  für 
also 


r  =  1,03 


dz.  .  .    ^ 


VI     _  1  — rV 

Z^^i"     l—rt 


y  ^'  =  v\>t*t-i_  nr'^irt—  1)  ^"^"^— r  (r"  f—  1) 


?'^*^=  1,3439163 
eingesetzt  liefert  dieselbe 

R  =  0,09  X  6,93  X  e 
=  0,6237  X  e 

Also  beträgt  das  Eisiko  62  %  des  Emissions- 
preises, ist  mithin 

Pi  =  0,6237  X  215 
=  134,1  Mark 


(r  t  -  Vr 


und  wenn  t  =  l  gesetzt  wird: 

n— 1 


V  ir'  -  nr^(r-l)-r(r^-l) 


Aufgabe  142.  Eine  Person  besitzt  das 
Vermögen  V,  sie  will  einen  Einsatz  e  auf 
das  Eintreffen  eines  Ereignisses  mit  der  Wahr- 
scheinlichkeit w  machen,  auf  dessen  Eintreffen 
der  Preis  v  gesetzt  ist.   Wie  gross  kann  dieser 


Auflösung.     Dass   bei   jeder   Wette    der 


Einsatz  sein,  damit  der  moralische  Nachteil  Spieler  einen  moralischen  Nachteil  hat,  haben 
des  Spielers  unmerklich  ist  gegenüber  seinem  wir  bereits  in  Anmerkung  35  gezeigt.  Nach 
Vermögen?  Formel  22  ist  der   moralische  Wert  des  Ge- 

winnstes  des  Spielers 


M 


=■  zi;  log  (^1  +     ^.) 


Da  er  aber  den  Einsatz  e  macht,  so  ist  der 
moralische  Wert  seines  Verlustes 


M'z=  —w'   l0£ 


(-t) 


wobei  w*  =  1  —  w  ist.   Ist  die  Wette  billig, 
so  ist  nach  Formel  (14) 


oder 


V  —  e  = 


w 


Erkl.  46.    Es  ist 

log  (1  +  2)   =   2  —  2  Z'+   g  2'- 


log(l-.) 


\^^-\^-^\^ 


] 


Vergleiche  Kleyers  Lehrbuch  der  Integral-  und 
Differentialrechnung. 


und  es  ist  daher  der  moralische  Nachteil: 
M~-  W  =  w  log  (l  +  -|^^^-)  +  M;'log  (l  —  ^^ 

--[^2>+ ] 


Da  der  Voraussetzung  nach  -r^-  sehr  klein 

sein  wird,  so  können  die  höheren  als  zweiten 
Potenzen  vernachlässigt  werden,  und  es  folgt: 
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M  — 

M'  = 

2V^w       2V^- 

== 

2V'w 

Setzt 

man 

nun 

M'- 

n 

wobei  n  sehr 

gross 

ist,  so  folgt: 

1  _ 
n 

e-iv' 

~  2J-W 

woraus 

sich 

bestimmt. 


=  '-V- 


2w 


{l-w) 


Aufgabe  143.  Ist  es  moralisch  vorteilhaft 
oder  nachteilig  eine  Summe,  die  von  einem 
ungewissen  Ereignisse  abhängt  zu  versichern  ? 

Auflösung.   Es  sei  v  die  Summe,  die  man 

i?,.M    An     j\r.^  x-,-v,c«+         1  1,  1,1^    erwartet  V  sei  das  Vermögen,  welches   man 

iiirkl.  47.    Den  jhiinsatz,  weichen  man  zahlt,    K/.oi<r,4^     ;io        •  +    j  i-    i      ^^t  \    , 

damit  bei  dem  Eintreffen  des  erwarteten  Er-    ^^.f^\*'    dann    ist   der   moralische   Wert    der 
eignisses  die  versicherte  Summe  gezahlt  wird    ^^^^    ^^^     Wahrscheinlichkeit    w     erwarteten 
nennt    man   Prämie.    Ist   der   Einsatz    genau   Summe  nach  Formel  22 
gleich  der  mathematischen  Hoffnung   des  Ver-  /v  <     \ 

sichernden,   so  heisst  derselbe  Nettoprämie  M  =  w  lof' ( — ^ ) 

zum   Unterschiede   von    der   Bruttoprämie,  ^  \    V     ' 

die  der  Versichernde  wirklich  zahlen  muss,  um        t^  ^-     o  .     i     ^^ 

die  Verwaltungskosten  und  den  Gewinn  der  Ge-  •'^^.  ^^  "^".  ^^^  Summe  e-=vw'  als  Netto- 
seilschaft, welche  die  Versicherung  entgegen-  Pi'ämie  für  die  Versicherung  zahlen  soll,  so 
nimmt,  zu  decken.  sei  2  der  Zuschlag,  welchen  die  Gesellschaft 

zu  derselben  berechnet,  also  vw^  +  z  die 
Bruttoprämie,  dann  ist  das  Vermögen  des 
Versicherten,  nachdem  er  die  Prämie  gezahlt 
hat: 

V  -\-  V  —  vw'—  z  =   V  -\-  VW  —  z 

also  der  moralische  V^ert  dieses  Vermögens 

,^        ,      V-\-vw  —  z 
M,  =:  log y 

und  soll  er  keinen  moralischen  Nachteil  haben, 
so  muss 
Erkl.  48.    Da  w  <  1  ist,  so  ist  M^  >  M 

d.  h. 


also 


1  +  X'^l  -t-  .77  M» 


F+v  W—z  v^  -       /'  F+uV^^ 


W     ^        w  log y >  log  (— f-) 


l  -{-  X       l  -\-  xw 
^aher  sein,  oder 

j'wd^        rwdjc_  V^vw^z  .    /  V  +  v^ 

oder  ^  ' 

w  log (1  +  a?)< log (1  +  ^ iv)  Daher 

^'  1^-  2<  V+v  w-^iV+vyV'' 


(1  +  ^r<i  -hxw 


und  da 


Setzt  man  hierin  x  =  -- ,    so    erhält   man   die  vw       /        v\> 

nebenan  verwendete  Relation.  "^"F"  ^  \       Fj 
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ist,  also  auch 

so  ist  z  positiv. 

Zahlt  daher  der  Versichernde  eine  Prämie 
die  kleiner  als 

ist,  so  ist  sein  moralischer  Vorteil  grösser, 
wenn  er  die  Summe  versichert.  Er  ist  im 
moralischen  Nachteil,  wenn  er  eine  grössere 
Prämie  zahlt  als  P'. 

Schreibt  man 
so  nennt  man 

v+v  w-(v+vfr'' 

a  =  — — 5^ 

W  V 

den  Zuschlag  der  Bruttoprämie  zur  Einheit 
der  Nettoprämie.  Dieser  Zuschlag  a  muss 
also  kleiner  sein  als 


lü  V 

oder  wenn  v  im  Verhältnis  zu  V  kleiner  ist 
und  daher  die  Glieder  mit  v^  vernachlässigt 
werden  können,  so  da?s 

so*  ergibt  sich 

1    V  w^ 
a  = 


2      V 


Anfgabe  144:.  Ein  Haus  vom  Preise  C 
wird  auf  ein  Jahr  gegen  Feuer  versichert. 
Wie  gross  ist  die  Nettoprämie  der  Versicherung, 

wenn  w  die  Wahrscheinlichkeit  ist,  dass  das  Auflösung.  Die  Nettoprämie  muss  gleich 
Haus  innerhalb  eines  Jahres  abbrennt  und  p  sein  dem  gegenwärtigen  Werte  der  mathe- 
der  Diskontierungsfaktor  ist?  matischen   Hoffnung   den  Preis   G   innerhalb 

des  Jahres  zu  erhalten. 

Es     fragt     sich     nur    noch     welches    ist 
'  der  gegenwärtige  Wert  der  Summe  C?    Das 

Haus  kann  offenbar  in  irgend  einem  Zeiträume 
innerhalb  des  Jahres  abbrennen,  also  kann 
die  Summe  C  in  irgend  einem  Zeitintervalle 
innerhalb  des  Jahres  flüssig  werden. 

Denkt  man  sich  das  Jahr  in  m  Intervalle 
geteilt,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass   das   Haus   in   irgend    einem    Intervalle 

abbrennt  — ,  also  ist  die  mathematische  Hoff- 
m 

nung  des  Preises  C  für  diesen  Zeitabschnitt 
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— -.     Diskontiert  man  alle  diese  Hoffnungen 

auf  den  Anfang  des  Jahres,  so  ergibt  sich 
die  mathematische  Hoffnung  zu  Anfang  des 
Jahres,  wenn  das  Haus  innerhalb  desselben 
abbrennt  ist 


m,  L 


p    +  p    +  . .  .  -f  p 


m 

m    I 


Epkl.  49.    Es  ist,  wenn  man  —  —  s  setzt 

m 


=  G 


lim  -:^''- 
s  =  o  1  —  p= 


lim 

t  =  o  l_  J 


oder 


also 

1-^=5 
liefert 

gesetzt. 

lim 

B  =  0] 

--^^      ^limT/     .    1^\- 
L— p^       ö  =  oL  ip              '> 

1 

=     /      lim    1(1       5] 

,5" 

j 

und  da 

=  -^  1      r  lim  (1  - 

1 
^lim  (l-o)'^   -=  e-^ 

0  =  0 

-.^r"- 

ist  (vgl.  Kleyers  Lehrbuch  der  Differential-  und 
Integralrechnung) 

so  ist 

lim     -f     _          1 
^  =  'l-f             Ip" 

Erkl.  50.  Man  kann  auch  so  schliesen:  Ist 
j;  die  Zeit,  welche  von  Anfang  des  Jahres  ver- 
flossen ist,  so  C  P^  der  Wert  der  Summe  C  zu 
Anfang  des  Jahres.  Die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  Summe  gerade  zur  Zeit  x  flüssig  wird 
ist  wd  X,  daher  ist  die  mathematische  Hoffnung 
dieser,  zur  Zeit  .r  flüssig  werdenden  Summe 
w  Cp^  d  .V  mithin  ist  die  mathematische  Hoff- 
nung der  für  das  ganze  Jahr  flüssig  wordenden 
Summen : 

1  1 

f  w  Cp^  d  X  =  w  G  j  f  d  X 


wobei  dieses  Abbrennen  in  einen  der  m  Zeit- 
räume fallen  muss.  Setzt  man  m  —  co,  so 
wird  dieser  Wert  nach  nebenstehenden  Er- 
klärungen 49  und  50 


C(l-p) 


lim      f^t 

m  =:  CO 

I- 


1    A 

Pm 


=    G 


1-p 
-1   P 


der  also  der  gegenwärtige  Wert  der  Summe  C 
ist,  wenn  das  Haus  wirklich  abbrennt.  Da 
aber  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das 
Haus  abbrennt  w  ist,  so  ist  der  gegenwärtige 
Wert  der  mathematischen  Hoffnung,  also  die 
zu  zahlende  Nettoprämie: 

Formel  24:        P  =  w  G. — ^^-     ....    (1) 

—  log  p  '  ^ 

wobei  l  den  natürlichen  Logarithmus  bedeutet. 
Will  man  statt  dessen  den  Briggschen  Loga- 
rithmus einführen  (siehe  Kleyers  Lehrb.  der 
Logarithmen),  so  muss  man  von  der  Formel 

log  ?/  =  log  e.Iy 

Gebrauch  machen,  in  der  „log"  den  Briggschen 
Logarithmus  bedeutet. 

Es  ist  nun 

log  e  =r--  0,43429448 

und  daher  erhalten  wir  die 

10  G         /    ^  —  ?    \ 
48~  V_log^j 


Formel  25:     P  = 


0,42428448     \— log  p, 

Statt  des  Wertes  P  aus  Formel  25  nimmt 
man  in  der  Praxis  einen  angenäherten  Wert. 
Es  ist  nämlich 

Iog(l-.)  =  -(z  +  ^  +  ^....) 

(siehe  Kleyers   Lehrb.  der  Differential-   uivl 
Integralrechnung),  also  ist 

-log  p  =— log  [1  — (1  — p)] 

=  (1       -'■•       -■' 


9)+l(y 


l»g-p=  1+1  (l_p 

—  p  2    ^ 


)'  +  3(l-p)^  + 


+  :  (i-p)^  + 
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Setzt  man  nun 


X  log  [j  =  log  z 
d  X  log  p  =  — 


anderseits   ist  nach   dem  binomischen   Lehr- 
satze 


so  wird 


w  C 
wie  oben 


=  [i-(i-p)] 


=  i4(i-(>)+|^^i-pr+ 


]     0^  dx  =  w- I dz  =  iü  C  \ 

J  log  p7  log  p     _iog  p 


1 


24 


(1-p)^ 


man  kann  daher,   da  1  —  p  ein   sehr   kleiner 
Bruch  ist,  nahezu 

-log_p^  -f 

1-p  ^ 

setzen  und  erhält  dann 


Formel  25':    P  =  w  C.^.'- (2) 

als  angenäherten  hinreichend  guten  Wert. 


Aufgal)e  145.  Ein  Hausbesitzer  versichert 
sein  Haus  auf  20  Jahre  gegen  Feuer,  welche 
Prämie  muss  er  sogleich  zahlen,  wenn  die 
Versicherungssumme  10000  Mark  beträgt,  ein 
Zinsfuss  zu  4  7o  festgesetzt  wird  und  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Haus  innerhalb 
eines  Jahres  abbrennt  mit  0,002  angenommen 
ist,  und  ein  15  7o  Aufschlag  zur  Nettoprämie 
von  der  Anstalt  gemacht  wird? 


Auflösung.  Wir  lösen  die  Aufgabe  erst 
allgemein  unter  der  Voraussetzung,  dass  das 
Haus  auf  n  Jahre  versichert  wird  mit  dem 
Werte  G  bei  dem  Zinsfuss  p,  so  dass  der 
Diskontierungsfaktor 

^  ^        100 

''  ■"    TOO  +  z? 

ist,und  dieWahrscheinlichkeit  für  das  Abbrennen 
innerhalb  eines  Jahres  konstant  lü  bleibt.  Di« 
Nettoprämie  P  ist  dann  die  auf  den  gegen- 
wärtigen Zeitpunkt  diskontierte  mathematische 
Erwartung  des  Preises  C. 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das 
Haus  im  ersten  Jahre  abbrennt  ist:  w. 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das 
Haus  im  ersten  Jahre  nicht  abbrennt,  wohl 
aber  im  zweiten  ist:  (1  —  w)  w. 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das 
Haus  weder  im  ersten,  noch  im  zweiten, 
wohl  aber  im  dritten  Jahre  abbrennt  ist: 
{l  —w)  .{1  —  w)  w  =  {l  —  wY  w  u.  s,  w.  bis 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Haus  in  den 
(n  —  1)  vorausgehenden  Jahren  nicht  abbrennt, 
im  n*ß"  Jahre  aber  abbrennt  sich  mit 

(1  -  lüf-i  w 
ergibt. 

Brennt  nun  das  Haus  im  i*«^  Jahre  ab,  so 
wäre  der  gegenwärtige  Wert  der  Summe  C, 
wenn  das  Haus  am  Anfang  des  2*®°  Jahres 
abbrennen  würde  Cp'~"\  da  es  aber  in  einem 
unbestimmten   Zeitraum   des   i^^^  Jahres   ab- 
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brennt,  so  ist  der  Wert  von  G  auf  den  An- 
fang- des  i*«^  Jahres  vorerst  zu  diskontieren 
und  das  liefert  nach  Aufgabe  144  den  Wert:  Co, 
wobei  nach  Gleichung  (1)  oder  (2) 


_  —  logp 


oder 


ist. 


In  dieser  Weise  korrigiert,  ist  also  der 
gegenwärtige  Wert  der  Summe  C,  die  im 
Laufe  des  i^en  Jahres  flüssig  wird 

und  da  für  dieses  Flüssigwerden  die  Wahr- 
scheinlichkeit 

(1  —  w)^~'^w 

stattfindet,  so  ist  die  mathematische  Erwartung, 
die  sich  auf  das  Abbrennen  des  Hauses  im  i*ea 
Jahre  knüpft  auf  den  gegenwärtigen  Zeitpunkt 
diskontiert: 

und  mithin  die  ganze  mathematische  Erwartung 
oder  die  Nettoprämie: 

=zwGq\1  +  (1  — w;)p  +  ...  +  (l_w;)«-ip«-'] 


Nebenrechnung: 

log  (1  —  tu)  =  0,9991305  —  1 
0,9829674  —  1 


logp 


also 

Formel  26:    P 


G  .v;  Q 


0,9820979  —  1 
(1  —  w)p  =  0,9596 

log  (1  --  w;)'^&-"  =^  0,6419580  —  1 
(1  — iü)20p2«  =r  0,4385 


Da  nun  in  unserer  Aufgabe 

1 


n  =  20 


0,9615385 


logp'/2  =  0,9914837-  1, 
log  20  =  1,3010300 

log  5615  =  3,7493498 ' 

5,0418635^  _ 
log  404  =  2,6063814J 
2,4354821 
272,57 


=  0,002,     p  =  -j-^ 

C  =z  10000  Mark 

ist,  so  ergibt  sich,  wenn  G  =  p^^  gesetzt  wird: 

(1  —  lu)  p  =  0,9596 
(1— w;)20p20:^  0,4385 


also 
oder 


L— Ji  n!^)!  V!  ^  0,5615 

1  —  (1  —  w)p     ~  0,0404 


P  =  20  .  0^' 


5615 
404 
P  =  272,57  Mark 


Wird  noch  der  15  7o  Zuschlag  gemacht,  so 
stellt  sich  die  Bruttoprämie  auf 

P'=  272,57  +  40,89 
==  313,46  Merk 
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Aufgabe  146.  Wie  gross  ist  das  Kisiko 
des  Versicherten,  wenn  der  Hausbesitzer  die 
Bruttoprämie  von  313,46  Mark  zahlt,  bei  der 
Versicherung  in  Aufgabe  145? 


Nebenrechnung: 
log  0,998  =  0,9991305  —  1 


log  (0,998)20  =  0,9826100  —  1 
log  313,46  =-  2,4961821 


+ 


2,4787921 
301,16 


Auflösung.  Da  313,46  Mark  zu  Zinses- 
zinsen angelegt  in  20  Jahren  den  Betrag  von 
10000  Mark,  welches  die  Versicherungssumme 
ist,  nicht  erreichen,  so  ist  das  Risiko  für  den 
Versicherten  nur  darin  bestehend,  dass  er  die 
Prämie  von  313,46  Mark  verliert,  woliir  sich 
die  Wahrscheinlichkeit  (1  —  w)"^^  ergibt,  in- 
dem diess  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist, 
dass  das  Haus  nicht  abbrennt,  während  der 
20  Jahre  der  Versicherung.     Daher  ist 

R  =    (1-  1^)20  P' 

=  (0,998)20.  313,46 

=  0,9607 .  313,46 

=  301,16  Mark 

oder   das   Risiko   beträgt   96  %   der  Brutto- 
prämie. 


Aufgabe  147.  Wie  gross  ist  das  Risiko 
der  Versicherungsanstalt,  wenn  sie  die  Brutto- 
prämie von  313,46  Mark  einhebt. 


Auflösung.  Würde  die  Nettoprämie  von 
der  Anstalt  behoben,  dann  wäre  das  Risiko 
des  Versicherten  ebenso  gross,  wie  das  Risiko 
der  Anstalt,  denn  die  Nettoprämie  stellt  die 
mathematische  Erwartung  des  Versicherten 
und  der  Anstalt  dar.  Ist  also  P  die  Netto- 
prämie, so  wäre  (1  —  w)"^  P  das  Risiko  des 
Versicherten  und  der  Anstalt.  Hebt  die  Anstalt 
aber  die  Bruttoprämie  P'  ein,  so  ist  ihr  even- 
tueller Verlust  in  dem  1*«»,  2*®^  .  .  .  n^^^  Jahr 
auf  den  Anfang  der  Versicherung  diskontiert : 

Co  — P',      6'op-P'...,      Cop"-'  — P' 

und  die  Wahrscheinlichkeiten  dieser  Verluste 
sind  die  für  das  Abbrennen  des  Hauses  im 
jten^  2*«^  . . .  n^ß"  Jahre,  also  w{l—w)w.., 
(1  —  wy'~^  w,  also  ist  das  Risiko  der  An- 
stalt: 

+  (Cop"- 
=  Cow[l  +  {l—w)p  -f 
—  Pw[l+{l-w)  +  ..,  +  {l  —  iü)"-'j 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (3) 

72'=  P—P'[l  —  {l—ivyq 
Ist 

z  =  P-P 

der  Zuschlag  zur  Nettoprämie,  so  folgt 
E'=  P'il  —  iv)''-z 


P)  (1  —  iü)w+.. 

^-p)ii-ivy'-hi 
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d.  h.  das  Risiko  der  Anstalt  ist  um  den  Zu- 
schlag zur  Nettoprämie  geringer  als  das  Risiko 
des  Versicherten,  ein  Resultat,  das  auch  vorn- 
herein klar  ist,  da  der  Zuschlag  jedenfalls 
der  Anstalt  verbleibt,  also  ihr  Risiko  mit  Ge- 
wissheit  verringert. 

Für  unseren  Fall  wird  also  das  Risiko  der 
Anstalt  blos 

R'  =  301,16  -  40,89 

==  260,27  Mark 


Aufgabe  148.  Wie  hoch  stellt  sich  die 
Prämie,  wenn  ein  Haus  mit  5000  Mark  für  immer 
gegen  Brand  versichert  sein  soll  und  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Abbrennen  inner- 
halb eines  Jahres  mit  0,004  angenommen 
wird? 


Nebenrechnung: 
log  5000  =  3,6989700 

log  p'/-  =  0,9914833  -  1 
log  0,004  =  0,6020600  —  3 
1  2925133 
log  0,0423076  =  0,6263481  —  2 
log  P  ^  2,6661652 
463,62 


+ 


Auflösung.  Dieselbe  Überlegung  wie  in 
Aufgabe  145  liefert  als  Prämie  für  die  Ver- 
sicherung des  Hauses  vom  Preise  G  auf 
n  Jahre: 

1  —  (1  -  w;)  p 

Setzt  man  hierin  n  =  c>s,  so  wird,  da 
(1  —  w)<i\  und  p <  1,  also  auch  (1  —  vi)  p <  1 
ist: 

lim(l-w;)"p"=  0 

und  daher  ist 

Formel  27:      P  =  Cp^% — -^ r-  ...  (4) 

^     1  —  (1  —  w)^ 

die    Prämie    für    eine    immerwährende   Ver- 
sicherung. 

Setzt  man 

C  ==  5000  Mark  w  =  0,004 

p  =  -^^~-  =  0,9615385 

so  ergibt  sich 

1  ~  (1  —  lü)  p  =  0,0423076 
und  mithin 


0,0423076 
463,62  Mark 


Aufgabe  149.  Wie  berechnet  man  das 
Risiko  bei  einer  immerwährend  dauernden 
Versicherung  gegen  Brand? 


Auflösung.    Nach   Aufgabe  148    ist   die 
Prämie  für  eine  immerwährende  Versicherung: 


Cp' 


1  -  (1  -  m;)  p 


(4) 


Die  Anstalt  zahlt  nun  den  Preis  C  bei  dem 
Abbrennen,  hat  also  bei  dem  Abbrennen  im 
Iten^  2iQn  ^  .  ,  yjten  JaHre  die  Verluste: 
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zu  erwarten,  so  lange 
ist,  sowie 

wird  sind  für  die  Anstalt  keine  Verluste  mehr 
vorhanden,  ihr  Risiko  besteht  daher  nur  m 
der  Summe: 

i  =  n 

72=   Yj^Co^'-^-P){\-wi-^w 


i  =  u 


wobei  sich  n  aus 

bestimmt. 
Dies  liefert  für  o  =  p^"  gesetzt 

(n  — -j  logp  +  logC'^logP 

oder 

1      log  C- log  P 
"S2+       -logp 
Da  aus  Gleichung  (4) 

log  C  —  log  P   =:    —   2  log  p  —  lOglü  +  log  (1  —  p  +  IV  p) 

folgt,  so  ergibt  sich 

n<Zl  +  ^Qg  (1  —  p  +  ^;  p)  —  log  w 
—  log  p 

Wir  haben  daher:  Das  Eisiko  der  Ver- 
sicherungsanstalt und  daher  auch  des  Ver- 
sicherten bei  einer  immerwährenden  Ver- 
sicherung gegen  Brand  ist 

i  =  n — 1 

i  =  l 

i=zn — 1  i=zn — 1 

=  «'  IS  Cf'i^n  _„)'-»p-->_2  P(i -»)-'"! 

I_  ^   l_(l_t<,)p     ^1_(1_,,)J 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (4) : 
R=  Pll-{\-wf  p"]  - P [1  —  (1  - w;f  ] 
also 

R=z    P{\  _m;)«(1_p«) 

wobei 

;^i  <  1  +  log(l  — p+?<^p)--log^<-' 
^  -logp 


(5> 
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zu.  nehmen  ist,  in  dem  Sinne,  dass  n  die 
grösste  in  dem  Ausdrucke  rechts  enthaltene 
ganze  Zahl  ist. 


Aufgabe  151) 

Versicherung 
Eisiko  ? 


m 


Wie  gross  ist  das 
Aufgabe    148 


ver 


Nebenrechnung: 

log  10242881  =  7,0103805) 
log  210333  =  5,3229074i 


mit  der 

bundene        Auflösung.     Wir  haben  vor  allem   nach 
Aufgabe  149  Gleichung  5  den  Wert  von  n  zu 

bestimmen.    Es  ist,  nach  der  Nebenrechnung 
zu  Aufgabe  148: 

—  log  lu  ~  ~  0,6020600  +  3)    , 
♦  log  {l  —  p  +  wp)=       0,6263481  —  2)  "^ 


1,6874731 

48,69 

log  0,996  =  0,9982593  —  1 
log  (0,996)^9  =  0,9147057  — 1 
log  0,853659  —  0,9312844  —  1 


0,8459901  —  1 
log  463,62  =  2,6661528 
2,5121429 

325,14 


+ 


und 

1,0242881 

also 

+  log  p 
—  logp 

=       0,9829667  —  1 
=       0,0210333 

71 

,     10242881 
5     "^       210333 

71 

<  1  +  48,69 

also 

hat 

man  w  =  49  zu  nehmen,  so  dass 

Pc  =  463,62  .  (0,996)^^  (1  —  p^^) 
=  463,62  .  (0,996)*^  0,853659 
=  463,62 . 0,70144 
=  325,14  Mark 

ist,  oder  das  Risiko  beträgt  70  7«  <ier  Netto- 
prämie. 


Aufgabe  151.  Ein  Haus  wird  gegen  jähr- 
liche Prämienzahlung  versichert.  Wie  gross 
ist  die  jährliche  im  Vorhinein  zu  zahlende 
Nettoprämie,  wenn  die  Versicherung  n  Jahre 
dauern  soll,  der  Preis  des  Hauses  mit  G,  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Abbrennen  mit  w 
angenommen  wird? 


Erkl.  51.  Es  ist  F  der  gegenwärtige  Wert 
einer  Rente  vom  Werte  p,  die  n  Jahre  lauft. 
Vergleiche  Kleyers  Lehrbuch  über  Zinseszins-  und 
Rentenrechnung. 


Auflösung.  Nach  Formel  26  ist  die  am 
Anfang  der  Versicherung  einmal  zu  zahlende 
Prämie 


Gp 


"  1  — (l-t^)p 


Soll  diese  Summe  P  durch  jährliche  Ein- 
zahlungen p  geleistet  werden,  so  muss  P  der 
gegenwärtige  Wert  aller  der  in  den  einzelnen 
Jahren  zu  zahlenden  Teilzahlungen  sein,  d,  h. 
es  muss 


=  ^+i?P+j^p- 


p?- 


sein,  woraus 

P  =  Pl-P- 
1-p" 

und   daher   ist  die  jährlich  im  Vorhinein  zu 
zahlende  Prämie 


Formel  28:     p=^Cwp' 


1-(1 


1  — (1— ^)p 


1-p« 


E  o  b  e  k ,  Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitßrechiiung. 


11 
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Aufgabe  152.  Es  ist  zu  zeigen,  ob  es  vor- 
teilhafter ist,   eine  Versicherung  auf  n  Jahre       Auflösung.     Die    erste   Versicherungsart 
einzugehen  und  die  jährliche  Prämie  p  nach  wird  für  den  Versicherten  so  lange  von  Vor- 
Formel 28    zu   zahlen  oder  jährlich  eine  be-   teil  sein,  so  lange 
sondere    Versicherung    einzugehen    und    die  P'>'p 

Prämie  P  nach  Formel  25  zu  zahlen.  so  lange  also 

P-p>o     • 
ist.    Da  nun 

p  =  Cwg'^    ^ * ^-, 

ist,  so  folgt,  wenn  l  —  w  =  w'  für  den  Augen- 
blick gesetzt  wird,  dass 

(l-iü'p)(l-p") 

ist  und  dass  daher 

P-p>o 
ist,  so  lange 

(1  _  ^^^p)  (1  _  p«)  >(1  _  ^,'n  p«)  (1  _  p) 

oder 

w >  p'^-^  (1  —  w;'")  —  p''  (1  —  w'"-^}  w' 
ist.    Setzt  man 

/  {n)  ==  p"-i  (1  --  lü"')  -  p"  (1  —  lü'"-'^)  w' 
so  ist 

f{n  +  1)  =  f  (1  -  w;'"+' )  -  p''+'  (1  -  w"')  w' 
und 

f{n)-f{n  +  \)  =  p"-i(l-p)(l_p  1^0(1-«^'") 

d.  h.  es  ist 

f{n)>f{n^l) 

nachdem  p  <  1  und  w'  <  1  ist. 

Da  nun 

/(l)  =  w 

ist,  so  wird  für  jedes  n: 

w>f{n) 
mit  auch  stets 

P>P 

und  nur  für  n  =  1  wird ,   wie   es  sein  muss 
P  =  p. 

Es  ist  daher  stets  vorteilhafter  eine  Ver- 
sicherung auf  n  Jahre  einzugehen,  als  jährlich 
eine  neue  Versicherung  einzusrehen. 


Aufgabe  153.  Ein  Haus  wird  gegen  jähr- 
liche Prämienzahlung  auf  15000  Mark  auf 
30  Jahre  gegen  Feuer  versichert,  wie  gross 
ist   der  Unterschied  gegen   die  Versicherung 
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n  Jahr,    wenn   die   AVahrscheinlichkeit       Auflös« 
s  Abbrennen  mit  0,0012  und  der  Zins-   zu  zahlend» 
fuss  mit  4  7o  angenommen  wird?  Formel  28 


auf  ein  Jahr,    wenn   die   AVahrscheinlichkeit       Auflösung.    Zur  Berechnung  der  jährlich 
für  das  Abbrennen  mit  0,0012  und  der  Zins-   zu  zahlenden  Prämie  p  bedienen  wir  uns  der 


^      1/  l-(l-^^")p"     1 


1  —  (1  —  W)p       1  —  p'i 

wobei 

C  =  15000,       n  =30,       w  =  0,0012 

Nebenrechnung:  p  =  -^1^  =  0,9615385 

logp  =  0,9829667-1)  ,  •  , 

log  (1  —  w)  =  0,9994785  —  1)  ^  ^^^  ^^^^^^^  ^^^• 
logp(l  — m;)  =  0,9824452  —  1  ^^  ^^t 

p[l-w)  =  0,960385        p-(l-z.r  -  (j^W"  (0,9615385)- 

log  p^o  (1  —  ivf'  =   0,4733560  -  1  1  —  (1  —  i(;)-p3°  =  0,7025897 
.30  n  _  „,,^30  _  0  OQTAioq  1  —  (1  —  lü)  p  =  0,039615 

p     [i  —  w)      —  U,^974103 1  —  p  =  0,0384615 

logpSö  =  0,4890010  1  -  p3o  =  0,7916805 


p3o  =  0,3083195 


log  C  =  4,1760913 

log  w  =  0,0791812  —  3 

log  pV2  ==  0,9914833  —  1 

log  [1  —  (1  —  wy'  p30]  =  0,8467020  —  1 

log  (1  -  pj  =  0,5850263  —  2 


0,6784741  —  1 


log  [1  —  (1  —  w)  p]  =  0,5978597  —  2( 
log  (1  -  pso)  1:=  0,8985500  -  ij 
0,4964097  -  2 


logp  =  1,1820644 
p  =  15,207  Mark 

Zur  Berechnung  der  Prämie  für  eine  ein- 
jährige Versicherung  verwenden  wir  die  For- 
mel (25) 

P  =r  M;(7pV.' 
und  erhalten: 

log  C  =  4,1760913        i 
log  zu  =  0,0791812  —  3    -f 
log  p'l-'  =  0,9914833  —  1' 
log  P  =  1,2467558 
P  =  17,65  Mark 

So  dass  bei  einer  Versicherung  auf  30  Jahre 
jährlich  um 

P—p  =  2,44 

weniger  gezahlt  werden  muss,  als  wenn  die 
Versicherung  jährlich  erneuert  wird. 


Aufgabe  154.    Man  berechne  die  jährlich 

zu  zahlende  Prämie,  damit  ein  Haus  auf  immer 

gegen  Brand  versichert  ist.  Auflösung.   Diese  jährliche  Prämie  ergibt 

sich  aus  der  Formel  28,  wenn  in  derselben 
71  =  o<i  gesetzt  wird,  als  die 

Formel  29:       p  =  Ciup''-     ^""^ 


{l-iv)p 
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Da  für   die   jährlich    zu   erneuernde  Verr 
Sicherung 

P  =  Gw  p'/^ 
ist,  so  folgt 

^  ^      1  —  (1  —  W)p 

also 


1  —  (1  —  w')  p 

d.  h.  es  ist  P  stets  grösser  als  p. 
Die  Formel  29  zeigt  auch,  dass  wenn 

p,  =  c      ^-P'' 


l«(l_,,,)p 


gesetzt  wird,  wobei  P^  die  einmal  zu  zahlende 
Prämie  nach  Formel  27  ist,  dass  dann 

p  =  A(l-p) 

ist. 


Ungelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  155.    Eine  Urne  enthält  7  weisse,  Andeutung.      Man   löst   die  Aufgabe   einmal 

13   schwarze    Kugeln.     Man    macht   m   Züge  nach  Formel  12,   das   anderemal   nach  Formel 

und   soll  m   so   bestimmen,   dass   m'  weisse  13  auf     wie  es  m  den  Aufgaben  121  und  122 

Kugeln  gezogen  werden,   so   dass  die  Wahr-  geschehen  ist. 
scheinlichkeit  W  dafür,  dass 


7  ,     ^    V.      ,  ^     7  in 

den  Wert 


ly  _  löööö 


10001 

hat. 


Aufgabe  156.   Man  wirft  mit  zwei  Würfeln       Andeutung.   Die  Lösung  soll  mittels  der  Formel 
und  fragt  nach   der  Anzahl  m  von  Würfen,   13  geschehen. 

in  welchen  die   Wahrscheinlichkeit  W  =  r. 


wird ,    dass   wenigstens  i -7, ^ j  mal  und 

höchstens  \~^  +  -^-^1  mal  irgend  ein  Pasch 


erscheint? 


Aufgabe  157.  Wie  gross  wird  in,  wenn 
man  in  Aufgabe  156  den  bestimmten  Pasch 
„6   6"    erwartet   und  die   Abweichung  auch 

_+  -TK  vom  wahrscheinlichsten  Werte  -^^  sein 

soll. 


Ungelöste  Aufgaben. 
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wenn  r  =  900,  j)  =  — ~   q 

ÖD 


35 


Aufgabe  158.  Das  Verhältnis  der  Knaben-  Andeutung.     Aus   Formel  13   ist   m  zu  be 

zu  den  Mädchengeburten   sei  mit  18  :  17  an-        ,  ^^a    ..         18     .  17 

genommen.     Bei  wie  viel   Geburten  m  wird 

die  Anzahl  Knabengeburten  m'  der  Bedingung  und  W  =  0,9999  ist. 

41-  m  +  900  >  m'  >  ^t-  w  — 900 

ÖD  OD 

genügen  und  hiefür  sich  die  Wahrscheinlich- 
keit 

W  =  0,9999 
ergeben  ? 


Aufgabe  159.  Das  Verhältnis  der  Knaben- 
geburten zu  den  Mädchengeburten  wird  106 :  100 
angenommen.  Wie  gross  ist  die  Abweichung  r 
von  diesem  Verhältnisse  bei  94500  Geburten, 
wenn  die  Wahrscheinlichkeit 


sein  soll? 


W  =  0,999 


Aufgabe  160.  Wie  viel  Würfe  muss  man 
mit  3  Würfeln  machen ,  damit  die  Wahr- 
scheinlichkeit irgend  einen  Pasch  zu  werfen 

zwischen  j^  +  slo  "'"^  ^-861  "^^*- 


Aufgabe    161.     Welches    ist    die    mathe-       Andeutung.    Man  bestimme  die  Wahrscheia- 
matische  Erwartung   eines  Spielers,  der    auf  lichkeiten  für  ein  Quaterno  resp.  Quinterno  und 
das   Erscheinen    eines    bestimmten    Quaterno   benütze  dann  Formel  14. 
resp.  Quinterno  in  der  Lotterie   setzt,   wenn 
ein  Quaterno  mit  dem  4  X  4800  =  19200  fachen 
Einsatz  ein  Quinterno  mit  dem  48000  fachen 
Einsatz  gezogen  wird? 


Aufgabe  162.  Zwei  Personen  A  und  B 
spielen  Würfel.  A  erhält  von  B  die  Summe  G, 
wenn  die  „6"  fällt,  wie  gross  ist  der  Einsatz 
von  A  und  wie  gross  ist  das  Eisiko  des 
Spielers  ? 


Aufgabe  163.  Aus  einer  Urne,  in  der  die       Andeutung.    Die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Nummern  1  bis  90  liegen,  werden  drei  Nummern  Ereignis  ist  nach  Aufgabe  14  gegeben.     Den 
gezogen.   Im  Falle  die  Summe  derselben  unter  Einsatz  berechnet  man  nach  Formel  14. 
101  ist,  erhält  man  als  Preis  G  Mark,  wie  gross 
muss  der  Einsatz  sein,  wenn  das  Spiel  billig 
sein  soll? 


Aufgabe  164.     Wie  gross  ist  das  Risiko 
des  Spielers  bei  10  Spielen  der  Aufgabe  163? 


1(36  Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  165.  Eine  Urne  enthält  7  weisse,  Andeutung.  Ist  nacli  dem  Vorgange  der  Auf- 
9  rote  und  11  schwarze  Kugeln.  Ä  erhält,  gäbe  128  zu  lösen, 
im  Falle  er  eine  weisse  Kugel  zieht,  1  Mark, 
im  Falle  er  eine  rote  zieht,  2  Mark  und  im 
Falle  er  eine  schwarze  zieht,  3  Mark.  Wie 
gross  muss  sein  Einsatz  sein,  wenn  das  Spiel 
billig  ist?  ^ 

Aufgabe  166.     Wie  gross  ist  das  Eisiko 
von  A  in  der  obigen  Aufgabe? 


Aufgabe  167.  Eine  Urne  enthält  20  Kugeln,  Andeutung.    Die  Wahrscheinlichkeit  eine  ge- 

A  erhält  2  Mark,   wenn    er  eine  gerade  An-  rade  Anzahl  Kugeln  zu  ziehen,   bestimmt   sich 

zahl  derselben  herauszieht.    Wie  gross  muss  ^^^^  Aufgabe  18. 
sein  Einsatz  sein,  damit  das  Spiel  billig  ist? 


Aufgabe  168.     Wie   gross   ist  das  Risiko 
von  A  bei  dem  Spiele? 


Aufgabe  169.     Wie  gross  muss  der  Ein-       Andeutung.    Vergl.  Aufgabe  10. 
satz  jeder  von   zwei  Personen   sein,   die   das 
Spiel  passe-dix  spielen? 

Passe-dix  ist  das  Spiel,  mit  Würfeln  die  Summe 
über  10  zu  werfen. 


Aufgabe  170.     Zwei   Personen   A  und  B       Andeutung.    Die  Lösung  geschieht  analog  der 
spielen  mit  zwei  Würfeln.    B  macht  sich  an-   Aufgabe  128. 
heischig  dem  A  soviel   Mark   zu   zahlen  als 
die  Summe  der  Punkte   beträgt,   die  A  auf- 
wirft.    Wie   gross   muss   der  Einsatz  von  A 
in  diesem  Spiele  sein,  damit  es  billig  ist? 


Aufgabe  171.  Wie  gross  ist  das  Risiko 
von  A  in  dem  Spiele  der  vorhergehenden 
Auföfabe  ? 


Aufgabe  172.  Eine  Urne  enthält  15  weisse, 
45  schwarze  Kugeln.  A  erhält  9  Mark,  wenn 
er  eine  weisse  Kugel  zieht.  Wie  viel  Mark 
muss  er  zahlen,  wenn  er  eine  schwarze  Kugel 
zieht,  damit  das  Spiel  billig  ist? 


Aufgabe  173.  Zwei  Personen  spielen  mit  Andeutung.  Die  Lösung  geschieht  wie  in 
zweiWürfeln.  Der  Gewinnst  beträgt  12  Mark,  Aufgabe  132. 
den  derjenige  erhält,  der  zuerst  10  Pasch 
wirft.  Nachdem  A  schon  6  Pasch  und  B 
ihrer  4  geworfen  hat,  kommen  sie  überein,  das 
Spiel  abzubrechen.  Wie  viel  erhält  A,  wie 
viel  B  von  dem  Einsatz? 
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Aufgabe  174.  Es  werden  500  Lose  emittiert,       Andeutung.     Die   Lösung    geschieht    wie   in 
von  diesen  gewinnt  Aufgabe  138. 

1  Los  den  Preis  von  1000  Mark 
4  Lose  die  Preise  zu    500      „ 
10      „       „        „        „    100      „ 
100      „       „        „       ,,  den  Einsatz.  Wie 
hoch  stellt  sich  der  Preis  eines  Loses? 


Aufgabe  175.  Welches  Risiko  hat  der  Los- 
känfer  ? 


Aufgabe    176.      Es    werden    60000    Lose       Andeutung.     Die    Lösung    geschieht   wie    in 
emittiert  mit   dem  folgenden  Yerlosungsplan:    Aufgabe  140. 
Jährlich  werden  1000  Lose  gezogen,  von  denen 
1  Los  den  Preis  von  5000  Mark 
4  Lose  den  Preis  zu  1000 
15      .,       „        „       „     500      „ 
80      „       „        „       „     200      „ 
900      „       „        „       „      100      „ 
gewinnen.     Wie   teuer   muss   ein   Los    sein, 
wenn  das  Spiel  ein  billiges  ist  und  ein  Zins- 
fuss  zu  4°/o  angenommen  wird? 


Aufjgabe  177.     Wie  gross  ist  das  Eisiko, 
das  mit  einem  Lose  verbunden  ist? 


Aufgabe  178.  Wie  hoch  stellt  sich  das 
Risiko  des  Spieles  in  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe? 


Aufgabe   179.     Im   Pharaospiele   hat   der       Andeutung.  Vergleiche  die  allgemeine  Lösung 
Banquier  bereits  20  Abzüge  gemacht  und  ein  in  der  Aufgabe  löo. 
Spieler  setzt  auf  Ass,  Dame,  Bube  den  Preis 
von  100  Mark.   Welches  ist  die  mathematische 
Hoffnung  des  Gewinnstes  des  Banquier? 


Aufgabe  180.  Der  Banquier  hält  im  Pharo- 
spiele  noch  10  Karten  in  der  Hand,  ein  Spieler 
setzt  auf  König  und  Dame  den  Preis  von 
500  Mark,  welches  ist  die  mathematische  Ge- 
winnsthoffnung  des  Banquier? 


Aufgabe  181.  Nachdem  der  erste  Abzug 
geschehen  ist,  setzt  der  Spieler  1000  Mark  auf 
ein  Ass,  welches  ist  die  mathematische  Ge- 
winnsthoffnung  des  Banquier? 


Aufgabe  182.   Eine  Person  besitzt  10000       Andeutung.    Vergleiche  die  Aufgabe  142. 
Mark  und  will  auf  den  Gewinn  einer  Summe, 
die  von  der  Wahrscheinlichkeit  w  =  0,05  ab- 
hängt,   einen   Einsatz  machen,   der   für   sein 
Vermögen  einen  möglichst  kleinen  moralischen 

Nachteil,  etwa  ^^^^^  bildet.   W^ie  gross  kann 

sein  Einsatz  sein?  und  wie  gross  der  zu  er- 
wartende Gewinn? 
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Uno-elöste  Aufgaben. 


Aufgabe  183.  Ein  Kheder  hat  ein  Schiff, 
das  den  Wert  von  250  000  Mark  repräsentiert, 
gegen  Havarie  versichert.  Wie  gross  kann 
der  Zuschlag  zu  der  Nettoprämie  sein,  damit 
er  keinen  moralischen  Nachteil  von  der  Ver- 
sicherung hat,  wenn  sein  sonstiges  A^ ermögen 
10000  Mark  beträgt  und  die  Wahrscheinlich- 
keit dafür,  dass  das  Schiff  strandet,  mit  0,019 
angenommen  wird? 


Andeutung.    Vergleiche  Aufgabe  143. 


Aufgabe  184.  Wie  gross  kann  der  Zu- 
schlag sein  in  der  vorhergehenden  Aufgabe, 
wenn  der  Eheder  bloss  das  Vermögen  von  100 
Mark  nebstbei  besitzt. 


Aufgabe  185.  Ein  Kaufmann  versichert 
sein  Warenlager  gegen  Brand  auf  10  Jahre. 
Wie  gross  ist  die  Nettoprämie,  wenn  der  Wert 
des  Warenlagers  mit  500000  Mark  angesetzt 
wurde  und  die  W^ahrscheinlichkeit  für  das 
Abbrennen  in  einem  Jahr  mit  0,0056  an- 
genommen wird?    Der  Zinsfuss  ist  SVaVo- 


Aufgabe  186.  Wie  gross  ist  das  Kisiko 
des  Versicherten  bei  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe, wenn  die  Anstalt,  bei  welcher  die  Ver- 
sicherung geschah,  einen  20  7o  Aufschlag  zur 
Nettoprämie  erhebt  ? 


Aufgabe  187.  Wie  gross  ist  das  Kisiko 
der  Versicherungsanstalt  bei  den  Bedingungen 
der  Aufgaben  185  und  186? 


Aufgabe  188.  Ein  Hausbesitzer  versichert 
sein  Haus  im  Werte  von  4800  Mark  auf 
15  Jahre  gegen  Abbrennen  und  will  eine 
jährliche  Prämie  zu  Beginn  jedes  Jahres 
zahlen.  Wie  gross  ist  diese  Prämie,  wenn 
die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Abbrennen 
mit  0,0053  angenommen  wird  und  ein  Zins- 
fuss von  3V3  7o  <iGi'  Rechnung  zu  Grunde  ge- 
legt wird? 


Andeutung.  Vergleiche  Aufgabe  145  Formel  26. 


Andeutung.  Vergleiche  Aufgabe  151  Formel  28. 


Aufgabe  189.  Ein  Kirchengebäude  soll 
durch  eine  einmalige  Einzahlung  gegen  Ab- 
brennen auf  ewige  Zeiten  versichert  werden. 
Wie  gross  ist  die  zu  zahlende  Prämie,  wenn 
der  versicherte  Wert  150000  Mark  beträgt 
und  die  Wahrscheinlichkeit  des  Abbrennens 
mit  0,0003  ang-enommen  wird?   Der  Zinsfuss 

ist  3V/;o. 


Andeutung.  Vergleiche  Aufgabe  148  Formel  27. 


Ungelöste  Aufgabea.  Xfj9 


Aufgabe  190.  Ein  Haus  wird  mit  5000  Mark 
auf  40  Jahre  versichert,  wie  gross  ist  die 
jährlich  zu  zahlende  Prämie,  wenn  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Abbrennen  mit  0,0005 
angenommen  wird  und  der  Zinsfuss  zu  3  % 
festgesetzt  ist? 


Aufgabe  191.  Wie  gross  ist  der  Unter- 
schied der  in  Aufgabe  190  zu  zahlenden  jähr- 
lichen Prämie  gegen  eine  Prämie  für  ein 
Jahr? 


Aufgabe  192.  Wie  gross  ist  die  jährlich 
zu  zahlende  Prämie  für  eine  auf  ewige  Zeiten 
gegen  Feuer  versicherte  Gemäldegalerie  im 
Werte  von  5000000  Mark,  wenn  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Abbrennen  mit  0,00003 
angenommen  wird  und  der  Zinsfuss  mit  35  % 
festgesetzt  ist? 


Aufgabe    193.     Jemand    erlegt    bei   einer  Andeutung.    Man  hat  die  Formel  26  zu  be- 
Anstalt 272,57  Mark  als  Nettoprämie  für  eine  nützen,  in  der  n  in  Frage  steht.    Es  ergibt  sich 
Feuerversicherung  seines   Hauses   im  Werte  r        n  n      f-,        \   \   t 
von  10000  Mark.    Wie  lange  dauert  die  Yer-  log      i  _  £l^(L-(L-_^Pl_ 
Sicherung,   wenn   die  Wahrscheinlichkeit   für  1                   Cwoi           I 

das   Abbrennen   innerhalb    eines   Jahres   mit  ^^  _ 

0,002  angenommen  wird  und  der  Zinsfuss  mit  log  (1— t<;)  +  log  p 
4  7o  festgestellt  ist? 
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Wahrsclieinlichkeit  einer  Ursache. 


III.  Teil. 

Die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori. 

Aufgaben  über  Zeugenaussagen. 

A.  Walirsclieiiiliclikeit  einer  TJrsaclie. 

Frage  36.     Was  versteht  man  unter 
Wahrscheinlichkeit  a  posteriori? 

Antwort.     Unter    Wahrscheinlichkeit 
a  posteriori    versteht    man    die    Wahr- 
scheinlichkeit  eines  Ereignisses,   die  aus 
dem  Eintreffen  desselben  berechnet  wurde. 
.Erkl.   52.     Zum   Unterschiede  von   dieser       Ist  nämlich  ein  Ereignis  von  verschie- 
Wahr  schein  lieh  keit  a  posteriori,  nennt   denen    Ursachen    abhängig,     die    seinen 
man  die  Wahrscheinliclikeit,  die  dem  Ereignisse   Eintritt  teils  begünstigen ,    teils   hindern, 

^^h^^7V^!^:'"^e''^  «o  ^"-d  es  in  einer  Reihe  von  Versuchen 
haben  wir  bis  jetzt  betrachtet.  eme  gewisse  Anzahl-mal  beobachtet  wer- 

den und  hieraus  lässt  sich,  wie  wir 
sehen  werden,  ein  Schluss  auf  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Ereignisses  ziehen,  die 
demselben  während  der  Versuche  zu- 
kam. 


Frage  37.     Was  versteht  man  unter 
den  Ursachen  eines  Ereignisses? 


Antwort.  Unter  den  Ursachen  eines 
Ereignisses  versteht  man  die  Gesamt- 
heit der  Umstände,  welche  bei  dem  Ent- 
stehen des  Ereignisses  wirkten.  Ein  Er- 
eignis kann  von  einer  oder  mehreren 
Ursachen  abhängen. 

So  ist  das  Werfen  des  Würfels  die 
Ursache  des  Aufwerfens  irgend  einer 
seiner  Seiten.  Die  Gravitation  ist  die 
Ursache  der  Planetenbewegung  u.  s.  w. 


Wahrscheinliclikeit  einer  Ursaclie. 
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Frage  38.  Wie  teilt  man  die  Ursachen 
ein? 


Antwort.  Die  Ursachen  werden  in 
solche  eingeteilt,  welche  man  der  Grösse 
ihrer  Wirkung  nach  berechnen  oder 
wenigstens  abschätzen  kann,  und  solche, 
welche  vollständig  ihrer  Grösse  nach  un- 
bekannt, sich  stetig  ändernd  aller  Werte 
fähig  sind,  und  die  Zufälle  genannt 
werden.  So  sind  die  Ursachen  einer 
jeden  Naturerscheinung,  so  einfach  die- 
selbe auch  sein  mag  uns  vollständig  in 
ihrer  Grösse  unbekannt  und  wir  können 
auf  dieselben  nur  aus  den  Erscheinungen, 
die  sie  hervorbringen,  schliessen. 


Frage  39.  Was  versteht  man  unter 
einer  Hypothese  in  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung? 


Antwort.  Unter  einer  Hypothese  ver- 
steht man  die  Annahme  irgend  eines 
Wertes  für  den  unbekannten  Zufall. 

Ist  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit  lo 
eines  zusammengesetzten  Ereignisses  aus- 
gedrückt durch  die  Formel  tv  =  f  (x)^ 
wobei  X  die  a  priori  unbekannte  Wahr- 
scheinlichkeit des  einfachen  Ereignisses 
ist  und  ich  setzte  x  =:  a,  so  wird  f  (a) 
der  Wert  der  Wahrscheinlichkeit  unter 
der  Hypothese,  dass  x  =  a  ist. 


Frage  40.     Was  versteht  man  unter 
der  wahrscheinlichsten  Hypothese. 


Antwort.  Unter  der  wahrschein- 
lichsten Hypothese  versteht  man  diejenige, 
welche  der  Wahrscheinlichkeit  des  Er- 
eignisses den  grössten  Wert  erteilt. 

Ist  also  tv  =  f  (x)  die  Wahrschein- 
lichkeit eines  Ereignisses,  so  ist  diejenige 
Hypothese  x  =  Xo  die  wahrscheinlichste, 
für  welche  f  (xo)  ein  Maximum  Avird. 


Frage  41.  Wie  berechnet  man  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  von 
mehreren  Ursachen  wirkte,  nachdem  das 
Ereignis  eingetreten  ist,  wenn  die  Wahr- 
scheinlichkeiten bekannt  sind,  die  die 
Ursachen  dem  Ereignisse  erteilen,  wenn 
sie  einzeln  wirken  würden? 


Antwort.  Die  Berechnung  geschieht 
nach  dem  Theorem  von  Bayes  in 
folgender  Weise.  Seien  ü^,  U^  .  .  .  L[^ 
die  Ursachen,  welche  wirken  können, 
damit  überhaupt  das  Ereignis  eintritt. 
Es  möge  dann  p^  die  Wahrscheinlichkeit 
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des  Ereignisses  sein,  wenn   L\  allein  als 
seine  Ursache  wirkt,  jh  ^i^  Wahrschein- 
Erkl.  53.    Bayes     der  das   nebenstehende  lichkeit,  wenn  ü.  u.  s.  w.  p    die  Wahr- 
Iheorem  zuerst  aufstellte  und  bewies,  war  ein       i    •   t  i  i    .,  tt      n   •"      •  i  . 

englischer  Mathematiker,  des  18.  Jahrhunderts,  scheinlichkeit,  wenn  U^  allem  wu'kt.  Ist 
Den  Beweis  teilte  er  in  den  Phil.  Transaction  nun  das  Ereignis  wirklich  eingetreten, 
vom  Jahre  176P.  pag  370  mit.  ^^  ^^^  -^^^^^  ^.^^  Ursache   ü,  oder   ü, 

.  .  .  C/^  gewirkt,  wobei  vorausgesetzt 
ist,  dass  jede  derselben  gleich  wahr- 
scheinlich zur  Wirkung  gelangt,  dann  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  iv.,  dass  gerade 
die  Ursache  U.  wirkte,  gegeben  durch  die 


Formel  30: 


iv/- 


Ih  +P2  +    ♦    .    +Pn 


Frage    42.     Wie   beweist    man    den 
Satz  von  Bayes? 


Antwort.  Der  Beweis  des  Satzes  von 
Bayes  kann  so  geführt  werden : 

Wir  betrachten  das  Ereignis  als  das 
Ziehen  einer  weissen  Kugel  aus  einer 
Reihe  von  Urnen  ZJ^,  L\  .  .  .  U^,  von 
denen  jede  weisse  und  schwarze  Kugeln 
enthält,  in  dem  Verhältnis  der  Wahr- 
scheinlichkeiten 2^1 ,   P2    .    .    .  2^^^. 

Wir  können  hiebei 

Pi=        P2=-    -^  .  •  .  1),  =     '— 
m  m  "  m 

setzen,  indem  man  die  Brüche  stets  auf 
gleiche  Nenner  bringen  kann.  Dann 
setzen  wir  voraus,  dass  jede  der  Urnen 
m  Kugeln  enthält,  von  diesen  sind  in 
der  ersten  a^,  in  der  zweiten  a^  .  .  .  . 
in  der  n'*"  a^  weiss. 

Die  Ursache  unseres  jetzt  gedachten 
Ereignisses  ist  nun  das  Ziehen  einer 
Kugel  aus  einer  der  Urnen.  Hiebei  wird 
das  Ziehen  aus  JJ^  dem  Ereignisse,  dass 
eine    w^eisse    Kugel    gezogen    wird,    die 

Wahrscheinlichkeit  r).  =  -^-erteilen,  die 

Urne  ü^  die  Wahrscheinlichkeit  p2  =  — - 
...  die  Urne   ü^  die  Wahrscheinlichkeit 

^^       m 

Die  Voraussetzung,  dass  jede  der  Ur- 
sachen gleich  wahrscheinlich  zur  Wirkung 
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# 
gelangt,  ersetzen  wir  dadurch,  dass  wir 
die  Urnen  uns  so  aufgestellt  denken,  dass 
es  gleich  möglich  ist,  in  irgend  eine  der- 
selben hineinzugreifen.  Also  etwa  so, 
dass  sie  in  einem  kreisförmigen  Ring 
am  Umfange  aufgestellt  sind,  in  dessen 
Mitte  derjenige,  der  den  Zug  ausführt, 
mit  verbundenen  Augen  steht.  Die 
Scheibe  wird  langsam  rotieren  gelassen 
und  der  Ziehende  greift  in  irgend  einem 
Augenblick  in  irgend  eine  der  Urnen  und 
zieht  eine  weisse  Kugel  heraus. 

Man  fragt  nun,  welches  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit w^,  dass  die  Kugel  der 
Urne  ü^^  entnommen  wurde.  Diese  Wahr- 
scheinlichkeit berechnen  wir  nach  For- 
mel 1,  indem  wir  die  möglichen  und 
günstigen  Fälle  abzählen. 

Da  «1  +ö;2  +  •  •  •  +  «„  weisse  Kugeln 
überhaupt  vorhanden  sind,  so  sind  nur 
so  viele  Fälle  möglich  für  das  Ziehen 
einer  weissen  Kugel.  Alle  sind  gleich 
möglich,  da  es  gleich  möglich  ist,  den 
Zug  aus  irgend   einer  Urne  zu  machen. 

Da  aber  in  der  Urne  L\  blos  «^  weisse 
Kugeln  sind,  so  sind  dafür,  dass  der 
Zug  aus  U^  gemacht  wurde,  nur  a^  Fälle 
günstig,  also  ist 


w,  = 


+  ■••+«„ 


oder,  wenn  Zähler  und  Nenner  durch  m 
dividiert  wird: 


m 


w. 


--I f-     .    .    .-\ — 

mm  m 


d.  h.  es  ist 


P 


i>l+i?2+    •    •    •    +Pn 


Anmerkung  40.  Es  ist  wichtig  und  tritt  aus  dem  Gange  des  Beweises  auch  deut- 
lich hervor,  dass  vorausgesetzt  ist,  dass  das  Ereignis  wirklich  eingetreten  ist  and 
dass  erst  dann  die  Wahrscheinlichkeit  der  wirkenden  Ursache  berechnet  werden  kann.  Denn 
würde  bei  dem  Zuge  keine  weisse  Kugel  gezogen  werden,  dann  könnten  wir  auch  nicht  von 
der  Wahrscheinlichkeit  sprechen,  dass  die  Urne  U^  bei  dem  Zuge  einer  weissen  Kugel  in 
Anspruch  genommen  wurde.  Wir  wüssten  dann  gar  nicht,  ob  die  Urnen  überhaupt  weisse 
Kugeln  enthalten. 
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Frage  43.  Wie  berechnet  man  die 
Wahrscheinlichkeit  einer  Hypothese  x, 
nachdem  das  Ereignis  eingetreten  ist? 


Antwort.  Man  benutzt  hiezu  den  Satz 
von  Bayes^  indem  man  voraussetzt,  dass 
unendlich  viele  Ursachen  wirken,  welche 
dem  Ereignisse  verschiedene  Wahrschein- 
lichkeiten erteilen. 

Man  setzt 


V 


f  W 


so  dass  die  Hypotese  x  die  Wahrschein- 
lichkeit j9  dem  Ereignisse  erteilt,  dies 
heisst  mit  anderen  Worten:  Wirkt  die 
Ursache,  welche  dem  einfachen  Ereignisse 
die  Wahrscheinlichkeit  x  erteilt,  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  des  zusammen- 
gesetzten Ereignisses  p  =^  f  {x).  Da  nun 
die  Hypothese  x  alle  Werte  zwischen  o 
und  1  annehmen  kann,  so  ist  nach  dem 
Satze  von  ßayes  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  die  Hypothese  x  statt  hat 


w 


f  {x) 


oder 


0 

f  (x)  \x 


und    wenn    Ax  zum   dx  übergeht,    wo 

dann 

1  1 

lim  2f(x)  Aa-=  ff(x)dx 


wird,  so  ist 


f  (x)  d  X 


Formel  31:  w;  =  — ^ 

ff{x)dx 

0 

Die  Wahrscheinlichkeit  iv  ist  unendlich 
klein,  wie  es  sein  muss,  da  unendlich 
viele  Möglichkeiten  vorliegen. 


Frage  44-:    Wie    berechnet   man    die 

Wahrscheinlichkeit,    dass   die  Hypothese 

zwischen  den  Grenzen  a  und  h  liegt?  Antwort.     Da  die  Hypothese   irgend 

einen  Wert  zwischen  a  und  h  haben 
kann,     das     Ereignis     also     als     Folge 
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irgend  einer  dieser  Hypothesen  eintreten 
kann,  so  ist  die  verlangte  Wahrschein- 
lichkeit die  Summe  aller  Wahrscheinlich- 
keiten, d.  h.  da  diese  Wahrscheinlichkeiten 
unendlich  klein  sind,  das  Integral  zwischen 
den  Grenzen  a  und  5,  daher 

ff  W  dx 
Formel  32 :   W  =  —, 

f  f  (A-)  dx 

a 

hiebei  muss  selbstverständlich  ^  <  c?  <  1, 
0  <  Z)  <  1  sein. 


1 


Anmerkung  41.     Bezeichnet  man  die  constante  Grösse   ff  {x)  dx\\\\\.  -^  und  setzt 

y  =  A/(^0  ....    "(1) 
(2) 


SO  ist  nach  Formel  31 
und  nach  Formel  32 


w  =  ij  dcc   .    . 
W  =  J  ydx 


(3) 


Denkt  man  sich  die  Curve,  welche  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellt  ist  (Figur  17), 
gezeichnet,  indem  man  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene  auffasst,  und 


Fisjur  17 


N    P    RK'      Q 


betrachtet  den  Teil,  welcher  über  der  Strecke  0B  =  1  hegt,  so  stellen  die  Ordinaten  KL  =  y 
das  Mass  der  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  OK  =  x  dar.  Die  Wahrscheinlichkeit  selbst 
ist  durch  den  unendlich  kleinen  Flächenstreifen  KK'  L*  L  dargestellt,  wobei  KK'  =  dx  ist. 
Dann  sagt  die  Gleichung  (3)  aus,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Hypothese 
OP  =  a  und  OQ  =  b  liege,  durch  die  Fläche  PQRS  dargestellt  wird, 

1  1      ,1 

Die  Fläche  0 B  D  M  C  ist  =  1  da  /  p  dx  =  ~^^  J  f  (x)  dx  =  1  ist. 
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Frage  4-5.  Wie  berechnet  man  die 
Wahrscheinlichkeit  einer  Ursache,  wenn 
den  Ursachen  selbst  vor  dem  Eintritte 
des  Ereignisses  verschiedene  Wahrschein- 
lichkeiten zukommen  und  das  Ereignis 
eingetreten  ist? 


Antwort.  Sind  Z^^,  li^  ,  ,  ,  h^  die 
Wahrscheinlichkeiten  der  Ursachen  U^., 
Jj\  .  ,  .  ü^  und  sind  jh^  P2  -  ^  ^  P,,  ^^^^ 
Wahrscheinlichkeiten,  welche  diese  Ur- 
sachen dem  Ereignisse  erteilen,  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Ursache 
Ij\  wirkte  und  dem  Ereignisse  die  Wahr- 
scheinlichkeit jpi  erteilte: 

Pi    =  h  Pi 
die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit 
beider  Ereignisse.     Ebenso  ist 

P2    =  ^2  P2 
die  Wahrscheinlichkeit»  dass  die  Ursache 
U2  dem  Ereignisse  die  Wahrscheinhchkeit 
p2  erteilt. 

Nach  dem  Satz  von  Bayes  ist  dann 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Ursache 
ü.  wirkte, 


Formel  33 :  w. 

hiebei  muss 


KPi 


Kpi+hp2  +  '  '  -\-Kp. 


h+K+ • ' * 


K  =  1 


sein,    da    sicher    eine    Ursache    wirkte, 
nachdem  das  Ereignis  stattfand. 


Frage  46.  Wie  berechnet  man  die 
Wahrscheinlichkeit  einer  Hypothese,  wenn 
den  verschiedenen  Hypothesen,  vor  dem 
Eintritte  des  Ereignisses  verschiedene 
Wahrscheinlichkeiten  zukommen  ? 


Antwort.    Ist 

P  =^  f  (-^) 
die  Wahrscheinlichkeit,  welche  die  Hypo- 
these X  dem  Ereignisse  erteilt,  und 

die  Wahrscheinlichkeit  vor  dem  Eintritte 
des  Ereignisses,  dass  die  Hypothese  x 
statthat,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  Hypothese  x  statthatte,  nachdem 
das  Ereignis  eingetreten  ist : 


Formel  34:  tt?  = 


f  [x)  .^  {x)  dx 
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und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die 
Hypothese  zwischen  den  Grenzen  a  und  h 
liegt 

b 

f  f  (x)  p  (x)  clx 
Formel  35:  W  =  ^^ 

f  f{x)  p  (x)  dx 

0 

Beide  beweisen  sich  genau  so  wie  die 
Formeln  31  und  32. 


Frage  47.  Wann  sagt  man  ein 
Ereignis  habe  eine  Ursache,  welche  seinen 
Eintritt  begünstigt? 


Antwort.      Hat    ein    Ereignis    eine 
Wahrscheinlichkeit  grösser  als  ^  für  den 

einmaligen  Eintritt,  so  sagt  man  es 
existiert  eine  Ursache,  welche  den  Ein- 
tritt begünstigt.  So  z.  B.  wenn  man  aus 
einer  Urne,  die  3  weisse  und  2  schwarze 
Kugeln  enthält,  Kugeln  zieht,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  eine  weisse  zu  ziehen 
?-  >  \i  es  ist  also  wahrscheinlicher  eine 
weisse  Kugel  zu  ziehen,  als  eine  schwarze. 
Das  öftere  Ziehen  einer  weissen  Kugel 
hat  also  eine  Ursache,  eben  die,  dass 
3  weisse  und  blos  2  schwarze  Kugeln 
vorhanden  sind.  Würde  man  nicht  wissen, 
Avie  viel  weisse  und  wie  viel  schwarze 
Kugeln  die  Urne  enthält,  würde  aber 
nach  einer  Reihe  von  Zügen  finden,  dass 
man  mehr  weisse  als  schwarze  Kugeln 
gezogen  hat,  so  würde  man  schliessen, 
dass  der  Zug  einer  weissen  Kugel  gegen- 
über dem  Zuge  einer  schwarzen  Kugel 
begünstigt  ist,  dass  also  eine  Ursache  , 
existiert,  welche  das  öftere  Erscheinen 
einer  weissen  Kugel  bewirkt.  Diese  Ur- 
sache würde  man  einfach  dahin  deuten, 
dass  die  Urne  mehr  weisse  als  schwarze 
Kugeln  enthält,  dass  also  die  Wahrschein- 
lichkeit für  den  Zug  einer  weissen  Kugel 
grösser  als  \  ist. 


Frage  48.  Wie  berechnet  man  die 
Wahrscheinlichkeit  einer  Ursache,  nach- 
dem das  Ereignis  eingetreten  ist?  Antwort.     Nach  Formel   32    ist    die 

Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Hypo- 
these X  zwischen  a  und  b  liegt: 

Bobek,   Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  12 


178  Wahrscheinliclikeit  einer  Ursache. 

ff  W  d 


X 


ff(x)  dx 

0 

Da  eine  Ursache  dann  angenommen 
wird,  wenn  x  >  l  ist,  so  hat  man  nur 
a  =  j,  b  =  1  anzunehmen  und 

,/  nx)dx 

Formel  36:  W  =  ^ 


/  f{x)cl 


X 


stellt  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Ur- 
sache dar,  welche  den  Eintritt  des  Er- 
eio^nisses  begünstiget. 


Frage  49.     Ein  Ereignis  ist  bei  w  +  ^i 
Beobachtungen  m-mal   eingetreten,   wie 

berechnet  man  die  Wahrscheinlichkeit  Antwort.  Ist  x  die  Hypothese,  so 
dafür  das  eine  Ursache  existiert,  welche  j^^  ^-^  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
den  Eintritt  des  Ereignisses   begünstigt?  ^^^  Ereignis  bei  m -f  ^  Versuchen  ^A^-mal 

eintritt  nach  Formel  8 

('"J")^"'(i-^)"  =  fW 

also  ist  nach  Formel  36  die  Wahrschein- 
lichkeit einer  Ursache 


w=  'i^- 


f  x'W—xfdx 


f  x^'il—xjdx 

0 

oder  auch 

fy^{\-xTdx 

Formel 37:  W=\ 


f  x\\—xfdx 
da 


m'/ 


f[x'\l-\xfdx  =   f  x'\\-x)\lx-^J  x'^Xl  -^xfdx 
ist. 
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(Vergleiche  liiezu  die  Formeln  30  bis  37. 


Aufgabe  194.  Man  hat  aus  einer  Urne 
1200  Züge  gemacht  und  hiebei  810  weisse 
und  390  schwarze  Kugeln  gezogen,  mit  welcher 
Wahrscheinlichkeit  kann  man  behaupten,  dass 
in  der  Urne  die  weissen  Kugeln  zu  den 
schwarzen  im  Verhältnisse  von  2: 1  das  nahezu 
gleich  810:390  ist,  stehen?  Nach  jedem  Zuge 
wurde  die  Kugel  zurückgelegt? 


Auflösung.  Hierüber  gibt  das  Theorem 
von  Bernoulli  Aufschluss.  Es  ist  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit 

T 


W  = 


v-J'"^ 


wobei 


ist.     Setzen  wir  daher 


^  =  3  9=3 

wobei  r  sich  dadurch  bestimmt,  dass 

mp  +  r  ^  m'  "^  mp  —  r 
also  für  unseren  Fall 

800  +  r  >  810  >  800  —  v 
d.  h.  r  =  10  ist,  wodurch 

10.3  V3 


\/2  .2.1. 1200 


oder 

Y  =  0,434 

für  welchen  Wert  die  Tabelle  liefert 

W  =  0,4568867 


Die  Wahrscheinlichkeit  ist  also  fast  7 


Aufgabe  195.  Man  hat  vier  Urnen,  Von 
diesen  enthält  die  Urne  U^  blos  weisse 
Kugeln,  die  Urne  U^  enthält  6  weisse  und 
1  schwarze,  die  Urne  U^  enthält  2  weisse  Auflösung 
und  7  schwarze  Kugeln,  die  Urne  U^  enthält  m^l  30 
blos  schwarze  Kugeln.  Man  hat  blindlings 
aus  einer  Urne  einen  Zug  gemacht  und  eine 
weisse  Kugel  gezogen.  Welches  sind  die  Wahr- 
scheinlichkeiten,  dass  dieser  Zug  aus  der 
Urne  U^,   ü^,  TJ^  oder  U^  geschah? 


Hiezu  benutzen  wir  die  For- 


w,  = 


Pi 


Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer 
weissen  Kugel  aus  der  Urne   IJ^  ist 

P.-^  1 

da  blos  weisse  Kugeln  in  derselben  vorhanden 
sind. 

Die  Wahrscheinlichkeit  für   den  Zug  einer 
weissen  Kugel  aus  der  zweiten  Urne  ist 


7^2=     r 
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aus  der  dritten  Urne 

Pz 

2 
""   9 

und  aus  der 

vierten  Urne  ist 

P^ 

=  0 

da  sie  keine 

weissen 

Kugeln 

enthält. 

Da  nun 

JPt+lPz+P^+Pi=^ 

i.|. 

2 

9 

+  0: 

so  ist 

IVc, 

63 
131 

54 
131 

14 
~    131 

=  0 

131 

6a 


Aufgabe  196.  Man  hat  dieselben  Urnen 
wie  in  Aufgabe  195.  Wie  gross  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  den  Zug  einer  weissen  Kugel  ? 


Auflösung.  Da  man  die  weisse  Kugel  aus 
irgend  einer  der  Urnen  zielien  kann,  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  eine  weisse  Kugel 
zu  ziehen  gleich  der  Summe  der  Wahrschein- 
lichkeiten, dass  die  weisse  Kugel  aus  je  einer 
der  vier  IFrnen  gezogen  wurde.  Nun  ist  von 
vornherein  der  Zug  aus  irgend  einer  der  vier 
Urnen  gleich  wahrscheinlich,  daher  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Zug  aus  irgend 
einer  Urne  geschieht 

^  1^ 

~  4 

Die  Wahrscheinlichkeit  für  den  Zug  der 
weissen  Kugel  aus  der  Urne  C/j  setzt  sich 
zusammen    aus    der  Wahrscheinlichkeit,    den 

Zug  aus  der  Urne  t/^    zu  machen,   die  =  ^- 

ist,  und  der  Wahrscheinlichkeit  p^,  dass  aus 
Z7i  eine  weisse  Kugel  gezogen  wird,  so  ist  also 

1.1 

4 

Die  Wahrscheinlichkeit,  eine  weisse  Kugel 
aus   l/g  zu  ziehen,  ist  analog 

1    6 

4  *  7 

Die  Wahrscheinlichkeit  eine  weisse  Kugel 
aus  C/g  zu  ziehen,  ist 

1    2 

4*9 


Gelöste  Aufgaben.  i^-^ 

und  die  Wahrscheinlichkeit  eine  weisse  Kugel 
aus  U^  zu  ziehen  ist 

1-0  =  0 

Daher  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 

^    1     131 
4  *  63 

—  ^11 
~  252 

Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit a  priori  für  den  Zug  einer 
weissen  Kugel. 


Aufgabe  197.  In  einer  Urne  sind  4  Kugeln. 
Man  hat  4  Züge  gemacht  und  hiebei  3  weisse 
und  1  schwarze  Kugel  gezogen.    Welches  sind 

die  Wahrscheinlichkeiten  für  die  verschiedenen       Auflösung.     Man  kann  offenbar  folgende 
zulässigen  Annahmen   über   die   Anzahl    der   Annahmen  machen.     Die  Urne  enthält 
weissen  und  schwarzen  Kugeln  in  der  Urne? 


1)  3  weisse,  1 
2)2       „       2 
3)  1        „       3 

schwarze 

,,        Kugeln. 

Dann  ergibt  sich  für  diese  Annahmen 

i)i'.=  | 

1 

2)y==4- 

^-! 

3)Ps=\ 

^3-i 

Nach  Formel  8  ist  aber  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  bei  4  Zügen  3  weisse  und 
1  schwarze  Kugel  erscheint 

daher  werden  nach  den  zu  Grunde  gelegten  An- 
nahmen sich  die  Wahrscheinlichkeiten  er- 
geben : 

1)  W^  =   ip^  ^1  =   ßl 

2)  10^=  4^^  ^2=  64 

3)  w^  =  4.pl  q^  =r  ^^ 

Mithin  folgt  nach  dem  Satz  von  Bayes, 
dass  die  Wahrscheinlichkeit 
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der  1*®^  Annahme  = 


21  __  27 

27  +  16  +  3  "~  46 


2ten 


16 


27  +  16  +  3 


16 
46 


3ten 


27  +  16  +  3 


46 


ist.  Die  wahrscheinlichste  Annahme  ist  also 
die,  dass  die  Urne  3  weisse  und  1  schwarze 
Kugel  enthält. 


Aufgabe  198.  Eine  Urne  enthält  weisse 
und  schwarze  Kugeln  n  an  der  Zahl.  Bei 
einer  vorgenommenen  Ziehung  erscheint  eine 
weisse  Kugel.  Wie  gross  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  die  Urne  fe  weisse  Kugeln  ent- 
hält? 


Auflösung.     Die  Urne  kann  enthalten 

1  weisse  und  n—  l  schwarze 

2  „        ,,     n-2 

3  „        „    n~8 


n —  h 


Erkl.    54.    Die  Summe 

1  +  2  +  3  +  . . .  +  71  =  2  ^  (^  +  ^) 

(Siehe  Kleyers  Lehrbuch  der  arithm.  und  geom. 
Progressionen.) 


n       „        „         0  „ 

Kugeln.  Die  diesen  einzelnen  Hypothesen  ent- 
sprechenden Wahrscheinlichkeiten  für  das 
Ziehen  einer  weissen  Kugel  sind  dann: 

2  3  k  '    n 


^^  =  ^    P^^n 


P3  = 


Pk=^~"-I>n  = 


Nach   Formel  30    wird   daher   die   Wahr- 
scheinlichkeit w^j   dass   die   Urne  Ä  weisse 

Kugeln  enthält 

k 


n       n       n  n 


■■^l 


1  +  2  +  3  +...  +  Ä:  +  ...  +  7i 
2k 


oder 

^*  ~  n(«+l) 

Die  grösste  Wahrscheinlichkeit  ergibt  sich 
dafür,  dass  die  Urne  n  weisse  Kugeln  enthält, 
nämlich 

2 

Dies  ist  also  die  wahrscheinlichste  Hypothese. 


Gelöste  Aufgaben,  igo 

Aufgabe  199.  Eine  Urne  enthält  n  Kugeln. 
Man  zieht  nach  einander  5  Kugeln,  von  denen 
3  weisse  und  2  schwarze  sind.   Die  gezogenen 

Kugeln    werden    nicht    wieder    zurückgelegt.       Auflösung.    Unter  den  n  Kugeln  können: 
Wie   gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,   dass 

die  Urne  &  weisse  Kugeln  enthält  ?  ^    weisse  und  (n  —  3}  schwarze 

4  ,,        ,,     (n-4)         ,_, 

/c  „        .,      n  —  k         ,', 

^-2 ;,    ;,    2 

Kugeln  sein,  und  nur  diese  Annahmen  sind 
zulässig. 

Enthält  die  Urne  3  weisse  und  (n  —  3) 
schwarze  Kugeln,  so  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit dafür,  nach  und  nach  3  weisse  und  2 
schwarze  Kugeln  zu  ziehen : 

,  _  (Ö  ("!') 

Denn  nach  Anmerkung  9  kann  man  sich 
das  Ziehen  der  5  Kugeln  auch  so  vorstellen, 
dass  man  alle  5  auf  einmal  zieht.   Dann  gibt 

es  y^j  Arten,  in  denen  sich  die  n  Kugeln 
anordnen  können.  Von  diesen  sind  aber  bloss 
(  3 )  (  2  )  solche,  die  3  weisse  und  2  schwarze 
Kugeln  enthalten,  indem  jede  Anordnung  der 
(n  —  3)  schwarzen  Kugeln  zu  2  mit  der  einen 
Gruppe  von  3  Kugeln  eine  der  verlangten 
Art  gibt. 

Enthält  die  Urne  4  weisse  und  {n  —  4) 
schwarze,  so  wird  analog  die  Wahrschein- 
lichkeit für  das  Ziehen  von  3  weissen  und 
2  schwarzen  Kugeln 


Pa 


Enthält    die   Urne   k  weisse   und   (n  —  k) 
schwarze  Kugeln,  so  wird 

■"    G) 

die  Wahrscheinlichkeit,  3  weisse  und  2  schwarze 
Kugeln  zu  ziehen.  Für  die  letzte  Hypothese 
wird  schliesslich 

,  _ei!)j) 
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Die  Wahrscheinlichkeit  Wj^,  dass  die  Urne 
fe  weisse,  also  n  —  &  schwarze  Kugeln  ent- 
hält, wird  nach  Formel  30 


(im 
(5) 


(II(!ll)JiH"il),   .Qö,    ,ei!)i) 

(5)    ■    (5)     ■    "(ö    -     (5) 


oder 


w,.  = 


m-') 


(^)r^)-m'-^')---m-')--H"r-)(S) 


Aufgabe  200.  Von  zwei  Urnen  U^  und  U^ 
enthält  die  erste  a  weisse,  b  schwarze  Kugeln, 
die  andere  ü^  enthält  a  weisse,  ß  schwarze 
Kugeln.  Man  zieht  nun  aus  einer  der  Urnen 
unbekannt  aus  welcher  auf  einmal  (m  +  n) 
Kugeln,  von  denen  m  weiss  und  n  schwarz 
sind.  Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  der  Zug  aus   U^  geschah? 


Anflösung.  Es  sei  p^  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür  aus  U^  auf  einmal  m  weisse 
und  n  schwarze  Kugeln  zu  ziehen  und  p^  die 
Wahrscheinlichkeit  für  denselben  Zug  aus  ü^. 
Dann  ist  nach  Aufgabe  25  Anmerkung  10 


und 


Pt  = 


p^  = 


m 

(a  +  b\ 

im 

\m  +  71/ 


Ist  also  w^  die  gesuchte  Wahrscheinlich- 
keit, dass  nämlich  der  Zug  aus  ü^  geschieht, 
dann  ist  nach  Formel  30 


lU 


Pi 


Pi-^Pi 


(a  +  b\ 
\m  +  nj 


[m)  \n)  ^  \m)  \n) 
(a  +  b\  /a  +  ß\ 
\m  -f  w/       \m  +  n/ 

Hiebei  ist  selbstverständlich  'm<^a  und 
m<^0L,  ebenso  n<^b  und  w ■<?  vorausgesetzt. 
Denn  wäre  etwa  w  >  ß ,  so  könnte  der  Zug 
aus  der  zweiten  Urne   C/'g  nicht  geschehen. 
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Aufgabe  201.  Eine  Urne  ü,  enthält 
3  Kugeln,  eine  zweite  U^  enthält  3  weisse 
und  4  schwarze  Kugeln.  Man  zieht  aus  ü^ 
eine  Kugel  und  wirft  sie  in  ü^.  Sodann  zieht 
man  aus  Ur,  auf  einmal  3  Kugeln  und  findet, 
dass  von  ihnen  2  weiss  und  1  schwarz  ist. 
Welches  ist  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
in  C/^  sich  2  weisse  und  1  schwarze  Kugel 
befinden  ? 


Auflösung.   Die  Urne  U^  kann  enthalten 

1)  0  schwarze,  3  weisse 

2)  1  .         2       „ 

3)  2         „  1       „ 

4)  3         „         0      „      Kugeln. 

Diesen  Annahmen  entsprechend  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  für  den  Zug  einer  weissen 
Kugel  aus  U^ 

1)  .  ..p,=  l 


3) 


P3  = 


4)  .  .  .p,=  0 

für  den  Zug  einer  schwarzen  Kugel  aus  ü^ 

5)  .  .  .q,=  0 
1 


6) 


•    ^3  = 


7)  . 

8)  . 


Hat  man  nun  eine  weisse  Kugel  aus  L\ 
gezogen  und  wirft  sie  in  ü^,  so  enthält  ü^ 
dann  4  weisse  und  4  schwarze,  hat  man  aber 
eine  schwarze  Kugel  aus  ü^  gezogen  und 
wirft  sie  in  ü^,  so  enthält  L\  dann  3  weisse 
und  5  schwarze  Kugeln.  Im  ersten  Falle  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  von 
2  weissen  und  1  schwarzen  Kugel  nach  Auf- 
gabe 25  Anmerkung  10 


MO 


im  zweiten  Falle 


14 


15^ 

56 


Wir  müssen  nun  für  alle  8  Fälle  die  Wahr- 
scheinlichkeiten berechnen,  für  das  Ziehen  von 
2  weissen  und  1  schwarzen  Kugel  aus  ü^. 

Wird  eine  weisse  Kugel  aus  C/"^  gezogen,  so 
sind  nach  den  obigen  vier  Annahmen  die 
Wahrscheinlichkeiten  des  zusammengesetzten 
Ereignisses 


186 
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1)  .  .  .p,r,=  1. 

o 

2) 


3) 


P2^  = 


Ps^i 


6 
14 

6 
14 

6 
14 


4)  .  .  .  p^r,=  0. 


14 


Wird  eine  schwarze  Kugel  gezogen,  so  er- 
geben sich  analog  die  zusammengesetzten 
Wahrscheinlichkeiten : 


5)  . 

6)  . 

7). 


qtro 


Qi'^'9 


?8^'8 


8)  .  .  .  q^r,=  1 


15 
56^ 

15 
56^ 

15 
56 

15 
56 


Nun  entsprechen  die  Fälle  2  und  6  der 
Annahme,  dass  ü^  2  weisse  und  1  schwarze 
Kugel  enthält.  So  dass  nach  dem  Satze  von 
Bayes  Formel  30 

2  6        1     15 

3  *  14^       3'  *  56 


w  = 


6         2      6     .    1    A  ^  1     1^_  _L  2    ^5  15 

^  ■  14^  "^  3  *  14  "^  3  '  14  "^  3  *  56  "*"  3  *  56  "^     *  56 


63^ 
234 


7 
26 


Aufgabe  202.  Eine  Urne  enthält  a  schwarze 
und  weisse  Kugeln,  man  wirft  noch  m  weisse 
und  n  schwarze  hinein  und  zieht  dann  auf 
einmal  p-  +  v  Kugeln  heraus,  von  den  fx  weiss 


Auflösung.      Man    kann    bezüglich     der 
einmal  |x^vj^ugem  nerau«,  voii  ueu  v-  vv«i»«  ^^^   ^^^^   folgende   Annahmen 

und  V  schwarz  sich  erweisen.   Welches  ist  die  ,^_,  1      ^.    tt_„  .„fi,äif . 


Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Urne  a 
weisse  und  k  schwarze  Kugeln  enthielt? 


machen.     Die  Urne  enthält: 

1)  a    weisse,  0  schwarze 

2)  a  —  1  „       1         „ 

i)    a—i   „      i  „ 


a+1)        0 


Kugeln. 


Der  i*6n  Annahme  entsprechend  enthält  die 
Urne,  nachdem  man  noch  m  weisse  und 
n  schwarze  Kugeln  eingeworfen  hat,  (m+a  —  i) 
weisse  und  (n-\-i)  schwarze  Kugeln.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit sodann ;  aus  ü^  auf  einmal 
\f.  weissse  und  v  schwarze  Kugeln  zu  ziehen, 
ist. 
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Pi 


Nach  dem  Satze  von  Bayes  wird  dann  die 
Wahrscheinlichkeit  der  Annahme,  dass  die 
Urne  (a  —  &)  weisse  und  fc  schwarze  Kugeln 
enthält,  sich  nach  Formel  30  ergehen: 

//7i  +  a  —  k\  hl  4-  k\ 

(m  -\-  n  +  d\ 
V     H'  +  v      / 

i  =  0  \        fj.  -f-  V        } 

oder    wenn    man    Zähler    und    Nenner    mit 
^m  +  n  +  a^  multipliziert: 

/>n->r  a  —  k\  /n  -j-  k\ 
tu  z=z  —~ ^-—^ — . 


Aufgabe  203.    Man   berechne   den  Wert 

des  Integrales 

1 

«^m, «  =  J^'ß'^il  —  ^Tdx  Auflösung.    Da  m^o  ist,  so  ergibt  sich 

durch  partielle  Integration,  siehe  nebenstehende 

Erklärung : 

also  ergibt  sich  das  bestimmte  Integral 
1  1 

/!r"^  {l-a^fdx  =  -^  7'^"*+'  (1  -^)"-' d X 

0  0 

oder 

Erkl.  55.    Die  partielle  Integration  ist   in  '^m,u  —  ^^  ,  ^  ♦'wj+i,  ?i— i 

der  Formel 

fudv  =  uv-fvdu  ^a^e^'- 

/  =  'irJ  J 

enthalten.    (Siehe  Kleyers  Lehrb.  der  Integral-  «'m+i,«-!        ^^^2    "»+2,  «-2 

rechnung.) 


7       '         -      ^     J 
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und    durch    Multiplikation    der    Gleichungen 
folgt: 

j       ^    n{n-l){n-2) 1 

Nun  ist 
1 


/»+„.„  =  /-"'+"^^  =  „-:pi:^i 


also  ergibt  sich 
J      _  n{n-'l){n^2) 1 

m,n=  (,«  +  i)(rw  +  2)(m  +  3)...(m  +  w)(f7i+n-rl) 
oder 

1 

Formel  g:/„,„  =  /.'»(l-.r..  =  ^-^-^^- 


Aufgabe  204.  Man  berechne  J  m.  n  unter 
der  Voraussetzung,  dass  7n  und  n  grosse 
Zahlen  sind. 


Auflösung.  Werden  m  und  n  als  grosse 
Zahlen  vorausgesetzt,  so  kann  man  die  Fak- 
toriellen  durch  die  Stirlingsche  Formel  f  (siehe 
Anhang  I)  ersetzen. 

Es  ist: 

n\  =  n"" e-'' \/2^i 

{m  +  n)\  =  (m  +  72f+'^c-"'-"  V2^  (''»  +  «) 
also  ist 


m 
(m 


daher 

'      \m+n/  \>n-\-7i/ 


?/i  4-  n  +  1 

Nun  kann,  da  m  +  n  eine  sehr  grosse  Zahl 
ist,  die  1  dagegen  vernachlässigt  werden,  so 
dass  an  Stelle  von 

\/2Tz{m  +  n) 
111  +  ?i  +  1 
gesetzt  werden  kann 

V2TC(m  +  w) 


n  T     m-\-n 
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wodurch  die 

Formel  h:  J_=  (-^^7  ._"_p  \/^ 
sich  ergibt. 


Aufgabe  205.  Ein  Ereignis  ist  bei  2  m  Ver- 
suchen m mal   eingetreten,   welches   ist   die       Auflösung.  Nach  Formel  37  ist  die  Wahr- 
Wahrscheinlichkeit   dass  eine  Ursache  seinen  gcheinlichkeit  einer  Ursache 
Eintritt  begünstigt? 

W=  l-'~ 

/>(l^ar)V.r 

0 

wenn  das  Ereignis  bei  m  +  n  Versuchen  mraal 
eingetreten  ist.  Für  unsere  Aufgabe  ist  n^m 
also 

W=  1-4- 

J\v"'{l—.vY'da; 

0 

Nun  ist  aber 
Jar{l—xfdx  =  J  ür{l-xrdx  +  fx^il-xfdx 

0  0  V-' 

In  dem  zweiten  Integral  setzen  wir  an 
Stelle  von  x  die  Integrationsvariable  ^=1  —  a?, 
also  X  =  1  —  y  und  dx  =^  —  dy  ein,  also 
wird 

...  1  1 

für    x=  2  •••^=2 

:,      X  =1  .  ..y  =  0 
so  dass 

1  0 

fx"'{l—xTdie  =  —  /{l-yTy'^dy 

0 

sich  ergibt,  oder  wenn  wir  die  Integrations- 
variable wieder  mit  x  bezeichnen,  statt  mit  y, 
so  ist 

J x'^il  —  xfdx  =   I  x^{l—xfdx 
1/2  0 

also  wird 

1  V2 

J  x'^il—xfdx  =  2f  x'^il  -xfdx 
0  0 

oder 
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d.  h.  es  ist  ebenso  wahrscheinlicb,  dass  eine 
Ursache  das  Ereignis  begünstigt,  als  dass 
eine  Ursache  das  Ereignis  nicht  begünstigt. 
Ein  Resultat,  das  wir  auch  von  vornherein 
vermuten  konnten,  denn  wenn  das  Ereignis 
ebenso  oft  eintritt  als  nicht  eintritt,  dann 
existiert  eben  keine  Ursache,  welche  seinen 
Eintritt  begünstigt,  oder  es  ist  ebenso  wahr- 
scheinlich, dass  sein  Eintritt  begünstigt  wird, 
als  dass  dieses  nicht  der  Fall  ist. 


Aufgabe  206.   Ein  Ereignis  wurde  wi-mal 
sobachtet,  welches 
(it,   dass  eine  Urs? 
Eintritt  begünstigt? 


beobachtet,  welches  ist  die  Wahrscheinlich-       Auflösung.  Wir  haben  in  der  Formel  37 
keit,   dass  eine  Ursache  existiert,   die  seinen  ° 


W  =  1 


f  x'^il  —  xfdx 


y>(i_^)«^. 


n  =  0  zu   setzen ,   da  das  Ereignis   in  allen 
beobachteten  Fällen  eintrat,  also  ist 

W  =  1  -  ^ 

fx'"dx 

0 

und  da 


/ 


m  +  1 


ist,  so  ist: 

V-2 


/•"' 


'd.T=-~^ ?- 

0 


1 

m+1 


f' 


'""dx  -        ^ 


also  wird 


W  =  1 


2^+1 


Aufgabe  207.  Ein  Ereignis  wurde(m+n)-mal 
beobachtet,  wobei  es  m-mal  eintrat  und  n-mal 

nicht  eintrat.  Unter  der  Voraussetzung,  dass       Auflösung.   Die  gesuchte  Wahrscheinlich- 
m>n  ist,  soll  die  Wahrscheinlichkeit  einer  keit  ist  nach  Formel  37 
Ursache  bestimmt  werden,  die  das  Eintreten  V.- 

des  Ereignisses   begünstigt,   wobei  m  und  n  fx'^il—xYda: 

sehr  grosse  Zahlen  sind. 


W  =  1 


fx'^il-xfdx 
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191 


und  es  handelt  sich  nur  darum,  diesen  Wert 
zur  Berechnung  tauglich  zu  machen,  wenn  m 
und  n  grosse  Zahlen  sind. 

AVas  den  Nenner  anbelangt,  so  ist  derselbe 
schon  durch  die  Formel  h  gegeben: 


(1) 


0 


Den  Zähler  berechnen  wir  näherungsweise. 
Da  m>n  ist,  so  wird 

im  Integrationsintervall  o  bis   _  stets  positiv 

sein,  denn  es  ist  innerhalb  desselben  x<i 
also  ist 

[m—{m  +  n)x]  ^   j  m  —  ^(m  +  v)  1  >  o 

da   m'>n   ist.     Mithin    wird    die   Funktion 
x^il  —  xf   in    dem    Intervall  von   0  bis 

wachsen  und  hat  daher  für  x=  ^  den  grössten 

Wert,   den   sie   im  Integrationsintervall    an- 
nehmen kann,  nämlich  den  Wert 

Stellen  wir  die  Curve,  deren  Gleichung 

ist,  in  Figur  18   durch   die  Linie  G  dar,   so 
Fig.  18. 


- 

] 

B 

M 

w 

y^ 

\ 

\.. 

werden  die  Ordinaten  y  von  0  bis  M  wachsen, 

TU  1 

wobei  M  die  Abscisse  0N=  — ,—  >  o  hat. 

m-r-n       2 
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lstOÄ  =  l,  so  ist  AB  =Y=^^.    Das 
Integral 

J  =  J  x'^il-xfdx  =    l'ydx 

O  0 

ist  die  Fläche  OÄBCO,  welche  das  Stück 
0GB  der  Curve  C  mit  der  a;- Achse  begrenzt. 

Betrachten   wir  nun  eine   zweite  Curve  r^ 
deren  Gleichung: 

_  ^"""^ 
^^--^ 

ist,  so  geht  dieselbe  durch  den  Punkt  O  und  B, 

denn  für  x  ^=  o  und  x  =  ^  wird  y  =  f\.    In 

diesen  Punkten  hat  die  Curve  r  auch  dieselbe 
Tangente  wie  G.    Denn  es  ist 

^  =  a?"*-i  (1  -  a;)"-^  [m  —  i?n  +  n)  x] 

d  X  2^'* 

also  für  rr  =  0  ist 


^d^K=.o      ^d^K=o 


sobald  m  >  n  + 1  ist,  da  sonst  T  eine  Gerade 
ist.     Ebenso  ist 

{dy\         ('^'h\         ^  —  ^^ 

Nun   ist   überdies  für  o<ix<,  -  stets 

— ■  z 

denn  es  ist 

Der  Ausdruck 

x^'il-xf 

hat   seinen   grössten   Wert   für  x  =  g,  für 

welchen  er  gleich 

1 


wird.     Daher   ist,   so  lange  o^x^^   ist, 
stets 

also 
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Da  auch  für  Werte  von  x  die  zwischen   ^ 
und  1  liegen  noch 

ist,  so  berühren  einander  die  Curven  r  und  C 
von  aussen  im  Punkte  jB,  indem  sowohl  vor 
B  als  hinter  B  die  Ordinalen  •o>2/  sind. 

Die  Curve  r  ist  in  der  Figur  18  gestrichelt. 
Pur  das   ganze  Intervall   von  0  bis  ^  ist 

also  ist  auch 

J  'i\dx'^l  ydx 

0  0 

oder  es  ist 

0 

d.  h. 


[m—}i  +  1)  2^+*^"^ 
Wir  setzen  daher 

•^  =  (;;^I:;^:|:l)l-+^T  (i-o  •  •  • .  (2) 

wobei  0  <^  £  <  1  ist. 

Um  auch  für  s  eine  bessere  Grenze  zu 
haben,  betrachten  wir  noch  eine  dritte  Curve  ©, 
deren  Gleichung 

ist.    Auch  diese  geht  durch  die  Punkte   0 
und  B,  denn  es  ist 

Es  ist  aber  in  dem  Intervalle  von  0  bis  ^ 
immer 

Denn  es  ist 

2/-t)  =  ^'"[(l-.rr-.r«] 
und  da 


also 


ist,  so  ist 


also 


2j?  <  1 
.2?  <^  1 — X 

x^  <  (l-.rr 


Bobek,  Lehrbuch  der  Wahrecheinlichkeitsrechnung. 
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im  ganzen  Intervalle.     Daher  ist 
1    ydx  >  J  \)dx 


oder 


d.  h. 


also  mit  Rücksiclit  auf  Gleichung  (2) 
1  1       

(;,;z"nTi)T-+^^^^  (1-0  >  (^^:„_4-i)  o".+"+i 

daher 

m — 71  +  1 

oder 

^  <  -i^i  (^) 

^  ?7i  +  n  +  1 

Setzt  man  nun  die  gefundenen  Werte  der 
Integrale  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  in 
die  Formel  für   W  ein,  so  erhält  man: 


1) 

oder  man  hat  die 

TF=  1--(1--) 
Formel  38:  ^'■ 


2  (771—71  +  1)  m!''  7z"  V2  ^  ^n  n 

(^-h^f^(-2-) 
2n 


3  < 


7n  -f  n  +  1 


Aufgabe  208.   Aus  einer  Urne,  die  weisse 
und  schwarze  Kugeln  in  unbekannter  Anzahl 

enthält,  wurden  10000  Züge  gemacht,  hiebei  ^^fi^g^ng.  Wir  haben  hiezu  die  Formel  38 

6538  weisse  und  3462  schwarze  Kugeln  ge-  ^,^,^tzenT  denn    die   Wahrscheinlichkeit, 

zogen.     We  ches    ist   die   Wahrscheinlichkeit  ^^^.^^^  ^^^  3^^^^^^,  Kugeln   vor- 

dafür,  dass  die  Urne  mehr  weisse  als  schwarze  ^.^       .^^   ^.^  Wahrscheinlichkeit  für 

Kugeln   enthält?     Die   gezogene  Kugel   wird  ^^^  Vorhandensein  einer  Ursache,  welche  das 

stets  wieder  zurückgelegt.  Ziehen  einer  weissen  Kugel  begünstigt.     Die 

W^ahrscheinlichkeit   W  ist  also 

W'=  1-  -^  (1-c) 


2  {m^n  +  1)  m*"?!"  V  2^^  ^  w 


Nebenrechnung: 
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wobei 


195 


=  3,8154449 
=  3,5393271 

=  3,6989700 

log  (m—n-hl)  =  3,4879863 


log  m 

log  n 

,        m-\-  n 
loff  — - — 


ist. 


log  (log  m)  =  0,5815452  (    , 
log  m  =  3,8154449  )  "^ 
4,3970901 
m  log  m  =  24951,2 


m-rn  =   10000 
m  =  6538 
n  =  3462 
m  — ?iH-  1  =  3076 

Es  ergibt  sich  folgende  Rechnung 
log  2  =         0,3010300 

log  (m~  /i  +  1)  =  3,4879863 


log  (log  n) 
log  n 

n  log  n 


0,5489207  \ 
3,5393271  i 


4,0882478 
12253,1 


m  log  m 

= 

24951,2000000 

n  log  n 
Y  log  w^ 

= 

12253,1000000 

= 

1,9077224 

2  log  W 

= 

1,7696635 

1  log  ^ 

= 

0,2485749 

\   log  2 

= 

0,1505150 

log  ^ 

= 

37211,1654921" 

{m+  n)  log   ('^ 'Ij  =  36989,700 

6,000 


also 


2   log    (m  +  w)     .= 
log  N  ^  36995 JOÖ^ 

log  Z  =  37211,1654921  ( 
log  N=  36995,7000000  i  ~ 
log  [X   = 


215,4654921 

Es  ist  [J.  also  eine  216  zifferige  Zahl,  daher 

—  eine   unendlich   kleine   Zahl,   von   deren 

Grösse  man  kaum  eine  Vorstellung  hat.  Es 
wird  mithin  W  von  1  nur  um  eine  unendlich 
kleine  Grösse  verschieden  sein. 

Anmerkung  42.  Wie  das  vorstehende  Beispiel  zeigt,  genügt  es  den  log  jx  seiner 
Mantisse  nach  blos  zu  bestimmen,  um  die  Anzahl  ganzer  Stellen  von  fx  zu  erhalten.  Hiezu 
genügt  aber  folgende  Entwicklung.     Es  ist 

2  (m—n+l)  X/T^T^rnTn  m"*  7i" 

log  IL  ==  log ' +  0,43429448  l 


(fn  +  n)'- 


C^) 


m-^n 


wobei  /  den  natürlichen  Logarithmus   bedeutet  (0,43429448  —  log  e.   Siehe   Kleyer,  Lehr 
buch   der  Differential-  und  Integralralrechnung). 

Nun   ist   für  2  <  1  (siehe  Kleyer,  Lehrb.    der  Integralrechnung) : 


also   folgt,   da  — 7—  ein  kleiner  Bruch  ist: 

7)1  -p  71 


-i-- 


/  2m  \  _  ,  /  m  —  7i\  __     /m  —  n\  _  1   (m  —  ny  1  (^H'  —  ny_ 

\m-rn/  \  '^  m->^  n)           \m-\-n]       2    \m-^n)  3  \m-\-  n) 

/    2n  \  __  /  m—n\__{)n:=7i\_l    ('n  —  n\"  1  /m  —  7iY_ 

\m-\-n/  \  m-{-n}           \m-{-n/       2   \m-\-n)  3  \m -{- n) 
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und  mithin  ist: 

l  -T—  =  m  l  I  — —  1  +  71  l(  ----  I 

__  (m~?i)"_  1  {m—ny        l^  {m  —  ny       1   (»z— n)* 

■~m  +  ?i        2    wi  +  n     "^3  \m  +  nf  ~  4   (^iT+Tip  + 

__     1     (m  —  70-        1      (?7i  — 7j)*  1     (m  — «)ß 

""  IT2     (772  +  72)~        O      (771  +  Tif  f. 6     (m  +  7^  "^ 

m"*7i"  ,      ,     ^^l     M-?AV    1     {m  —  ?iY      1     /»w— ?A«  1 

^--__^^-    =    (77. +  70    [-^-2    [—7^)    -Tg;^    [^^^J   +5-^    (^^^^^)    +    .    .J 

so  dass  schliesslich  sich  die 


oder: 


Formel  38'  log  }x  =  iog  _^ -_ 4^ 


(77Z+77)'^ 

,    r    1       /771  — 7l\2   ,       1       /m  — 77V   ,  1 

^0,43429448   (771  +  77)     — ^  1 — —     -f  ^^  (  —  )  ^  \ 

'                   ^           ^  LI. 2  \m  +  n/       3.4  \ra-rnJ  J 


+  n/       3.4  \m  + 
ergibt. 


Aufgabe  209.  Eine  Münze  wird  1000  mal 
in  die  Höhe  geworfen,  wobei  592  mal  Wappen 
und  408mal  Schrift  auffällt.     Welche  Wahr- 

scheinlichkeit  ist  vorhanden,   dass  das  öftere     .Auflösung.  Die  Wahrschemhchkeit  ergibt 
Auffallen  von  Wappen  eine  Ursache  hat?        sich  nach  Formel  38 

W  =  l—^-  (1-s) 
wobei  nach  Formel  88' 

2    {m  —  71  +  1)  \/2  TC  772  72 

log  IX  =  log ^ ^^ 

Erkl.  56.    Diese  Ursache  liegt  in  der  Kon-  (772 +  w) 

stitution  der  Münze,  indem  dieselbe  nicht    ho-  r  1     /    _   \2  n 

mögen  ist  in  ihrem  Material.    Auf   diese   Art  4-0  43429  (772  +  72)  (— -)  +•  •  .1 

lässt  sich  auch  ein  Schluss  ziehen,  ob  die  Münze  '     '  -^  Li  .2  W  +  72/  J 

homogen  ist.  j^^^     jjj^^^i  jg^ 

W2+72  =    1000 

772  =      592 

72  =     408 

772 72  +  1    =  85 


Da 

also 


772+  72 


0,084 


\772  +  72/  ' 

{^^JLX  ^  0,000049787 
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Nebenrechnung; 


log  (ni  —  n) 
log  (tn  +  n) 


1,9242793 
3, 


0 


log  ('"l^)  =  0,9242793 
°  \m  -\-n/ 

log(''^Yz=  0,8485586- 
logr"^'V=  0,0971172 


log  m  =  2,7723217 
log  n  =  2,6106602 
log  7t  r=  0,4971499 
log  2   =  0,3010300 


6,1811618 
log  \/2  TT  in  n  =  3,0905809 


ist,  so  genügt,   diese  zwei  Glieder  der  Eeiüe 
zu  nehmen,  und  es  ist: 

0,43429  .  10000   [^  0,007056  -r  ^^  0,00005] 

=  434,29  . 0,003531 
=  1,53 

Ferner  ist 

log  2  (m-n-fl)  =  2,2304439 


log  V2'^  w  71         =  3,0905809 


+ 


5,3210293  i 


^  log  (w  +  w)       =  4,5 


0,8210298 


also 


Es  ist  mithin 

log  fi.  =  2,3510298 

[X  =  224,4 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Münze  nicht 
homogen  ist,  ist  also 


W  =  1 

also  sicherlich  grösser  als 


22474''  ^^""'^ 


W 


224 


^  Anmerkung  43.  Dieses  Beispiel  zeigt  deutlich  die  ünzulässigkeit  der  folgenden 
Schlussweise.  Man  will  eine  Münze  1200  mal  werfen,  dann  hat  man  nach  dem  Gesetze  der 
grossen  Zahlen  (BernouUisches  Theorem)  mit  der  grössten  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten, 
dass  fast  600  mal  Wappen  und  600  mal  Schrift  fällt.  Hat  man  also  1000  Würfe  gethan 
und  ist  Wappen  592 mal  gefallen,  während  Schrift  bloss  408 mal  erschien,  so  könnte  man 
sich  versucht  fühlen  zu  glauben,  dass  nun  in  den  200  folgenden  Würfen  Wappen  weniger 
oftmal  erscheint  als  Schrift,  damit  ein  Ausgleich  gegen  600 maliges  Erscheinen  jedes  ein- 
tritt. Dies  ist  aber  durchaus  falsch.  Abgesehen  davon,  dass  ein  bereits  gemachter  Wurf 
einen  folgenden  gar  nicht  beeinflussen  kann,  die  1000  bereits  gemachten  Würfe  auf  die 
200  folgenden  also  in  keiner  Weise  einwirken  können,  zeigt  das  vorangehende  Beispiel, 
dass  gerade  das  entgegengesetzte  von   der   obigen  Schlussweise  richtiger  ist.     Denn  es  ist 

mit  einer  Wahrscheinlichkeit  ^^1—224  ^"zunehmen,  dass  eine  Ursache  das  Erscheinen 

von  Wappen  begünstigt,   dass  also   auch  in  den  200  folgenden  Würfen  Wappen  öfters  er- 
scheint als  Schrift.     Vergleiche  Aufgabe  242  und  243. 

Dass  obiger  falscher  Schluss  aber  doch  vielfach  gemacht  wird,  ist  auch  daraus  zu  ent- 
nehmen, dass  die  Nummern  einer  Zahlenlotterie,  die  lange  nicht  mehr  gezogen  wurden,  viel 
stärker  von  den  Spieiern  besetzt  werden,  als  die  andern  Nummern. 


Aufgabe  210.  In  den  10  Jahren  von  1817 
bis  1826  sind  in  Frankreich  9656135  Kinder 
geboren  worden,  unter  denen  4981566  Knaben 
waren.  Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  eine  konstante  Ursache  existiert, 
die  einer  Knabengeburt  gegenüber  einer  Mäd- 
cliengeburt  begünstigt  ? 


Auflösung.  Die  Wahrscheinlichkeit  ergibt 
sich  nach  Formel  38 

W  =    l-^     (l-£) 
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log  jj.  =  log 


wobei  nach  Formel  38' 
2  (m—ni-1)  \/2lznin 


Xebenrechuuug: 

log  (m  —  k)  =  5,4871341   ) 

log  [m  -  n)  =  6,9848034  j 

0,5023307  —  2 
/m  —  nV 
log =  0,0046614  —  3 

\m  -r  n/ 

/ffi  —  n\  ^ 

(- —  )  =  0,00101079 

\m-\-n/ 

log  {"^^:^^Y=  0,0083228  —  6 

\m  + 11/ 

/m-ny^  0,0000010193 
\w  —  n/ 


N  e  b  e  n  r  e  c  li  n  u  n  g : 

log  m  =  6,6973659 
log  n  =  6,6697416 
log  TC  =:  0,4971499 
log  2  =  0,3010300 
14,1652874 


log    \/2  ^  m  n   =  7,0826437 


{fn  +  n) 


+  0,43429448  (m  +  n)  H   ('I^Ill'Y  +  .L  (^ÜZÜ^V-^l 
'     ^   ^  L2   \m  +  J  ^  12    \m  +  n/      J 

ist  und 

m  +  n  —  9656135 

m  =  4981566 

n  =r:  4674569 

m~n  =    306997 

Da  nun,  wie  aus  nebenstehender  Rechnung 
folgt 


\- — -")  =  0,00101079 
(  —7-  1  =  0,00000102 


ist,  so  genügt,  diese  beiden  Glieder  zu  berück- 
sichtigen und  es  ist: 

l(:^_''y+l(«i^y=  0,00050547 

2    \m  -  n/         12   \in  +  n/ 

Daher  berechnet  sich  der  zweite  Summand  B 
in  folgender  Weise: 

log  {m  +  n)  =  6,9848034 
log  0,43429448  =  0,6377843  —  1 
log  0,00050547  —  0,7036954—4 
log  B  =~3,3262831 

B  =  2119,74 

für  den  ersten  Summanden  Ä  folgt: 


log  2  =   0,3010300 

log  (m  —  ti)       =   5,4871341 
log  \/2nmn  =   7,0826437 

=  12,8708078  \  _ 
log  (m  +  nf'  =  10,4772051  ^ 
A  =    2,3936027 

A  =        2,3936027/  ^ 
B  =  2119,74  i  "^ 


Also 


log  II  =  2122,1336027 


oder  iJ.  ist  eine  Zahl  mit  2123  Ziffern,  so- 
dass—  eine  verschwindend  kleine  Zahl  ist, 

oder  es  ist  fast  gewiss  anzunehmen,  dass  eme 
Ursache  während  der  10  Jahre  existierte,  die 
die  Knabengeburten  begünstigte. 
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Aufgabe  211.   Man  hat  11  Urnen,  es  ent-       Andeutung.    Vergleiche  die  Aufgabe  195. 
hält 

die  1*6    0  weisse,  10  schwarze  Kugeln 


2„    1       „ 

9 

3„    2       „ 

8 

4„    3       „ 

7 

5„    4       „ 

6 

6„    5        V 

0 

7„    6       .. 

4 

8„    7        „ 

3 

9„    8       ,. 

2 

0,,    9        „ 

1 

.1,.  10       ,. 

0 

Man  hat  blindlings  aus  einer  Urne  eine 
schwarze  Kugel  gezogen.  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  Zug  aus 
der  Urne  6  geschah? 


Aufgabe  212.    Aus  welcher  Urne  geschah 
der  Zug  am  wahrscheinlichsten? 


Aufgabe  213.    Man  zieht  aus  der  obigen 
Urne  3  Kugeln  auf  einmal   aus   einer  Urne 


Andeutung.    Man  beachte,  dass  der  Zug  der 
3  Kugeln  auf  einmal   geschah,    dass    also    die 


welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass   Wahrscheinlichkeiten  nach  Aufgabe  24  zu  be 
der  Zug  aus  der  5*«°  Urne  geschah,  wenn  alle   rechnen  sind. 
3  Kugeln  weiss  sind? 


Aufgabe  214.  Man  zieht  aus  einer  der 
Urne,  unbekannt  welcher,  4  Kugeln  auf  ein- 
mal, von  denen  1  weiss  und  3  schwarz  sind, 
welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der 
Zug  aus  der  11*«°  Urne  geschah? 


Aufgabe  215.  Eine  Urne  enthält  5  Kugeln. 
Man  hat  nach  einander  6  Züge  gethan  und 
hiebei  sind  4  schwarze  und  2  weisse  Kugeln 
zum  Vorschein  gekommen.  Welches  ist  die 
wahrscheinlichste  Anzahl  weisser  und  schwarzer 
Kugeln,  die  die  Urne  enthält? 


Andeutung.    Vergleiche  die  Aufgabe  197. 


Aufgabe  216.  Eine  Urne  enthält  20  Kugeln.       Andeutung.    Die  Lösung  geschieht  analog  der 
Man  zieht  aus  ihr  3  Kugeln  auf  einmal  und   Aufgabe  199. 
findet,  dass   man  2  weisse   und   1   schwarze 
Kugel  gezogen  hat.     Welches  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  in  der  Urne  15  weisse 
und  5  schwarze  Kugeln  enthalten  sind. 
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Äufgabe217.  Eine  Urne  t/^enthält  15  weisse 
und  5  schwarze  Kugeln,  eine  andere  ü^  ent- 
hält 10  weisse  und  20  schwarze  Kugeln.  Man 
zieht  blindlings  aus  einer  der  Urnen  16  Kugeln 
auf  einmal  heraus  und  findet,  dass  unter  ihnen 
12  weisse  und  4  schwarze  sind.  Welches  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  Zug 
aus  der  ersten  Urne   17^  geschah? 


Andeutung.    Vergleiche  hiezu  die  Aufgabe  200. 


Aufgabe  218.    Von  drei  Urnen  enthält 
C^i  .  .  .  10  weisse,  20  schwarze 


.  15 
.  20 


25 
10 


Kugeln.  Man  zieht  blindlings  aus  einer  der 
Urnen  8  Kugeln  und  findet,  dass  man  5  weisse 
und  3  schwarze  Kugeln  gezogen  hat,  welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  Zug 
aus   C/g  geschah? 


Aufgabe  219.   Eine  Urne  enthält  4  Kugeln, 
weisse  und  schwarze.    Man  zieht  aus  derselben 

2  Kugeln  und  wirft  sie  in  eine  zweite  Urne, 
von   der  man  weiss,   dass  sie  4  weisse   und 

3  schwarze  Kugeln  enthält.  Nun  wird  aus 
der  zweiten  Urne  eine  weisse  Kugel  gezogen, 
welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 


Andeutung.    Vergleiche  hiezu  die  Lösuns;  der 
Aufgabe  201. 


die    erste   Urne    2 
Kugeln  enthält? 


weisse    und    2    schwarze 


Aufgabe  220.  Eine  Urne  enthält  3  weisse 
und  2  schwarze  Kugeln.  Man  zieht  3  Kugeln 
auf  einmal  und  wirft  sie  in  eine  zweite  Urne, 
die  2  weisse  und  3  schwarze  Kugeln  enthält. 
Aus  dieser  werden  2  Kugeln  auf  einmal  ge- 
zogen, die  beide  weiss  sind.  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  unter  den  zu- 
erst gezogenen  3  Kugeln  2  weisse  und  1  schwarze 
sich  befinden? 


Aufgabe  221.  Eine  Urne  enthält  6  Kugeln, 
schwarze  und  weisse.  Man  wirft  in  dieselbe 
noch  10  weisse  und  10  schwarze  Kugeln  und 
zieht  sodann  4  Kugeln  auf  einmal  heraus, 
von .  denen  sich  3  weiss  und  1  schwarz  er- 
weisen. Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  die  Urne  4  w^eisse  und  2  schwarze 
Kugeln  enthielt? 


Andeutung.     Vergleiche   die    allgemeine   Lö- 
sung in  Aufgabe  202. 


Aufgabe  222.  Welches  ist  die  wahrschein- 
lichste Annahme  über  die  Anzahl  weisser 
und  schwarzer  Kugeln   in  der  Aufgabe  221? 


Ungelöste  Aufgaben. 
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Aufgabe  223.  Eine  Urne  enthält  4  Kugeln,       Andeutung.    Die  Lösung  geschieht  wie  Auf- 
schwarze und  weisse.     Man   wirft    zu    diesen    gäbe  202  nur  muss  beachtet  werden,   dass  die 
noch    5    weisse  und  5  schwarze  Kugeln   und   gezogene  Kugel  wieder  zurückgelegt  wird,  dass 
zieht    nach    einander   4    Kugeln  heraus ,   die   ^^^^  Formel  8  zu  benützen  ist. 
gezogene    Kugel    wird   wieder    zurückgelegt. 
Welches    ist    die    Wahrscheinlichkeit    dafür, 
dass  die  Urne  3  weisse  und  1  schwarze  Kugel 
enthält,   wenn  von  den  4    zuletzt    gezogenen 
Kugeln  3  weiss  und  1  schwarz  waren? 

Aufgabe  224.  Welches  ist  in  Aufgabe  223 
die  wahrscheinlichste  Kombination  von  weissen 
und  schwarzen  Kugeln  in  der  Urne  vor  dem 
Einwurf  der  anderen  Kugeln? 


Aufgabe  225.  Eine  Urne  enthält  eine  un-  Andeutung.  Man  benütze  die  Formel  38,  aber 
bekannte  Anzahl  weisser  und  schwarzer  Kugeln,  nicht  38'. 
Es  werden  1000  Züge  gemacht,  wobei  die 
Kugel  stets  wieder  zurückgelegt  wird  und 
hiebei  572  weisse  und  428  schwarze  Kugeln 
gezogen,  welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  die  Urne  mehr  weisse  als  schwarze 
Kugeln  enthält? 


Aufgabe  226.  Aus  einer  Urne  werden 
6000  Züge  gemacht,  wobei  die  Kugel  wieder 
zurückgelegt  wird.  Man  hat  hiebei  3854  weisse 
und  2146  schwarze  Kugeln  gezogen.  Welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  in  der 
Urne  mehr  weisse  als  schwarze  Kugeln  sind? 


Andeutung. 

und  38'. 


Man    benütze    die    Formel    38 


Aufgabe  227.  Innerhalb  eines  Zeitraumes 
von  40  Jahren  wurden  in  Paris  393386  Knaben 
und  377555  Mädchen  geboren.  Welches  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  eine  Ursache 
die  Knabengeburt  begünstigte? 


Andeutung.    Man  benütze  Formel  38  und  38' 


Aufgabe  228.  Mit  einer  Münze  werden 
4000  Würfe  gemacht.  Hiebei  erscheint  2136  mal 
Wappen  und  1864  mal  Schrift.  Welches  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Münze 
leichter  mit  Wappen  als  Schrift  auffällt? 


Andeutung.    Vergleiche  die  Aufgabe  209. 


Aufgabe  229.  Eine  Urne  enthält  höchstens 
5  und  wenigstens  3  Kugeln.  Bei  einer  vor- 
genommenen Ziehung  ist  eine  weisse  Kugel 
zum  Vorschein  gekommen.  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  in  der  Urne 
die  Anzahl  weisser  Kugeln  sich  zu  der  An- 
zahl schwarzer  Kusrehi  verhalten  wie  2  :  1. 


Andeutung.  Mau  muss  die  Wahrscheinlich- 
keiten für  alle  zulässigen  Fälle  der  Anzahl 
Kugeln  von  3  bis  5  berechnen,  die  sich  für 
das  Ziehen  einer  weissen  Kugel  ergeben. 

Also  vorerst  unter  der  Annahme,  dass  die 
Urne  3  Kugeln  also 

1)  3  weisse  0  schwarze 

2)  2       „        1         ,. 

3)  1  „  2  „  Kugeln 
enthält.  Hiebei  ist  der  Fall  2)  derjenige,  für 
den  die  Wahrscheinlichkeit  gesucht  werden 
soll.  Dann  macht  man  die  Ausnahme,  dass  die 
Urne  4  Kugeln,  sodann  5  Kugeln  enthält.  Hat 
man  alle  die  Wahrscheinlichkeiten  berechnet,  so 
verfährt  man  nach  Formel  30. 
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Versuche  eintritt'? 


C.  über  die  Wahrscheinliclikeit  eines  künftigen  Ereignisses. 

Frage   50.     Ein   Ereignis    ist    unter 
(m  +  w)    Versuchen    m-mal    eingetreten, 

wie  berechnet  man  die  Wahrscheinlich-       Antwort.     Da    uns  die  Ursache    des 
!^7l.5v!i''.tflA^    ^^'^^^  Eintrittes  des  Ereignisses  vollständig  un- 

bekannt  ist,  so  machen  wir  die  Hypo- 
these, die  Wahrscheinlichkeit,  welche  die 
unbekannte  Ursache  dem  Eintreffen  des 
Ereignisses  erteilt,  sei  x.  Dann  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  p^  dass  das  Ereignis 
bei  {m  +  n)  Versuchen  m-mal  eintritt 
nach  Formel  8 

Ist  nun  das  Ereignis  bei  (m  +  n)  Ver- 
suchen thatsächlich  m-mal  eingetreten, 
so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  unserer 
Hypothese  x  nach  dem  Satze  von  Bayes 
Formel  31: 


w   = 


/x'^il-xT 


hn-\-n\ 
\     m     ) 


im  Zähler  und  Nen- 


wenn  man 

ner  kürzt. 

Lassen  wir  nun  die  Hypothese  x  auch 
für  den  nächsten  Versuch  bestehen,  so 
ist  das  Eintreffen  des  Ereignisses  E  zu- 
sammengesetzt aus  dem  Zusammen- 
treffen der  Hypothese  x^  Avofür  die  Wahr- 
scheinlichkeit IV  vorhanden  ist,  und  aus 
dem  Eintreffen  des  Ereignisses  E.  Die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  beide  Even- 
tualitäten zusammentreffen,  ist  die  zu- 
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit  der 
beiden  einfachen  Ereignisse,  also  ist  nach 
Formel  5  diese  Wahrscheinlichkeit 


10 


x^+^{l—xydx 
fx^{l-xfdx 


Nun  kann  das  Ereignis  E  eintreten 
unter  verschiedenen  Ursachen,  die  ihm 
eine  Wahrscheinlichkeit  erteilen,  die  aller 
Werte  zwischen  0  und  1  fähig  ist,  d.  h. 
die  Hypothese  x  kann  alle  Werte  zwischen 
0  und  1  durchlaufen  und  bei  jedem  dieser 
Werte  kann  das  Ereignis  eintreten.  Daher 
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ist  die  Wahrscheinlichkeit  TT,  dass  das 
Ereignis  bei  dem  nächsten  Versuche 
eintritt : 

1 

W 


f  x'^n—x}  dx 


0 

0 


/ 


oder   wenn    der    konstante    Nenner  vor 
das  Integral  gesetzt  wird: 

f^'^  +  ^l-xfdx 

W=^ —— (1) 

/  x'^'il-xy'dx 

0 

Die  Gleichung  (1)  nimmt  eine  ein- 
fachere Form  an,  wenn  man  von  der 
Formel  g  Gebrauch  macht. 

Es  ergibt  sich 


(m+n  +  1) 


und 

1 


0 


daher  die  Gleichung  (1)  in 

^  (m+l)!  n\     ^  (m  +  n  +  1)! 

~  m!  (m+ w  +  2)! 

übergeht,  und  wenn  die  Faktoriellen  ge- 
kürzt werden,  erhält  man 

m  +  l 


Formel  39:  W  = 


m  +  n-\-2 


die  verlangte  Wahrscheinlichkeit,  dass 
das  Ereignis  im  nächsten  Versuche  ein- 
tritt, nachdem  es  in  m~\-n  Versuchen 
bereits  m-mal  eingetreten  ist. 

Anmerkung  44.  Die  Formel  39  kann  so  gedeutet  werden:  Hat  man  (m  +  n)  Ver- 
suche gemacht,  in  denen  das  Ereignis  mmal  eintrat,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  das  Ereignis  im  nächsten  Versuche  wieder  eintritt,  gleich  der  Wahrscheinlichkeit,  mit 
welcher  man  aus  einer  Urne,  die  {m  + 1)  weisse  und  {n  +  1)  schwarze  Kugeln  enthält,  eine 
weisse  Kugel  zieht.    Da 

m 

w'  =  — -— 
m-\-n 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür   ist,   aus   einer  Urne,   die  m  weisse  und  n  schwarze  Kugeln 
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enthält,  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  so  hat  man  folgende  Eegel  für  die  Bestimmung  der 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  eines  Ereignisses  im  nächsten  Versuch,  wenn  es 
bereits  in  früheren  Versuchen  eingetreten  ist: 

Ist  das  Ereignis  bei  (m  +  n)  Versuchen  mraal  eingetreten,  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür ,  dass  es  im  nächsten  Versuche  wieder  eintritt,  gleich  der  Wahrscheinlichkeit 
des  Zuges  einer  weissen  Kugel  aus  einer  Urne,  die  m  weisse  und  n  schwarze  Kugeln  ent- 
hält, nachdem  man  zuvor  noch  eine  schwarze  und  eine  weisse  Kugel  in  die  Urne  gelegt  hat. 


Frage  51.     Ein  Ereignis,    dessen  Ur- 
sache unbekannt  ist,  ist  bei  (m  4-  n)  Ver- 

^"^henm-mal    eingetreten,    welches   ist  Antwort.     Sei    wieder    x   die  Hvpo- 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  es  bei  ^^^^      ^^^^  .gt   ^-^   Wahrscheinlichkeit 

s  weiteren  Versuchen  (5- r)-mal  eintritt,  dieser  Hypothese  nachdem  das  Ereignis 

also  r-mal  nicht  eintritt.^  ^^-  ^^_^^^^  Versuchen  m-m^il  emtrat: 


w  — 


f  x"'{l  —  x}''dx 


die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das 
Ereignis  bei  s  Versuchen  (s  —  r)-mal  ein- 
tritt und  r-mal  nicht  eintritt,  ist  nach 
Formel  8 


P=  \r)  ^'    'Cl-^J** 


Die  Wahrscheinlichkeit  also,  dass  bei 
unserer  Hypotese  x  das  Ereignis  (s  —  r)- 
mal  eintritt,  ist  die  zusammengesetzte 
Wahrscheinlichkeit  aus  den  beiden  Ereig- 
nissen, dass  zuerst  unsere  Hypothese  x 
statthat,  und  dass,  wenn  sie  stattfindet, 
das  Ereignis  (s  —  r)-mal  eintritt.  Da- 
her ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das 
Ereignis  unter  Annahme  der  Hypothese 
X  bei  s  Versuchen  (s — r)-mal  eintritt 
nach  Formel  5 


iv.p  =  {l) 


/x'^Hl-xf 


Nun  ist  X  aller  Werte  zwischen  0  und 
1  fähig,  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 
ist  also  die  Summe  aller  Wahrschein- 
lichkeiten tv .  p,  d.  h.  es  ist 
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oder    wenn    wir    die    in    Formel  g   ein- 
geführte Bezeichnung  verwenden: 

Formel    40:  W=z    (^     Jm  +  s-r,n  +  r 


Frage  52.  Ein  Ereignis  ist  bei  (m  +  n) 
Versuchen  m-mal  eingetreten,  wie  be- 
rechnet man  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,         A«*w/i«+      T\'^WT  U      U  •   T  1.1    -x    1 

dass   das  Ereignis    bei   weiteren  s  Ver^  m.'^l''.ri«^;   ^^-^''^^^^^ 

suchen  wenigstens  (.-v)-mal  und  hoch-  t^J^tL    l      J^^^^  ^^'  '  Versuchen 

cfens  r«?  — ytVmal  eintriftP  wenigstens    (5— v)-mal    und    höchstens 

stens  is      /Ljmal  emtrittr'  (s-^)-mal  eintritt,   ist  die  Summe   der 

Wahrscheinlichkeiten  dafür,  dass  das 
Ereignis  bei  den  5  folgenden  Versuchen: 

•5— V,  s— v  +  1,  5— v  +  2, s_v  +  (v  — Ä;)  =  s  — Ar 

mal  eintritt.  Da  nach  Formel  40  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das  Er- 
eignis (s — v4-/)-mal  eintritt: 

(       S      \     '^ffl+g-V  +  'w  +  V— t 

~~  Vv  — e/  J 

m,  n 

ist,  so  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlich- 
keit: 

i—  y-* 

Formel  41:  W=- — ^  2j  \^—i)  ^m+s-v+t,  n+v-» 


Frage  53.     Welche  Relation  besteht 
zwischen     den     verschiedenen     Werten 

Jrn+s-r,n^r    Und  wie  verauschaulicht  man       j^„twort.     Da   bei    den    s    folgenden 
dieselbe  .  Versuchen  das  Ereignis  entweder   0,    1 , 

2,  .  .  .  .  s-mal  eintreten  muss,  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das 
Ereignis  bei  den  folgenden  s  Versuchen 
wenigstens  0-mal  und  höchstens  5-mal 
eintritt  gleich  der  Einheit,  daher  liefert 
die  Formel  41  die  Relation: 


i  =  s 


Jr, 


wenn  v  ==  s  und  k  =  o  gesetzt  wird. 
Denkt  man  sich  die  Werte 


*.=         J. 


m,  n 


als  Ordination  aufgetragen  in  den  Punkten, 
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deren  Abszissen  i  sind,  so  erhält  man 
(s  -r  1)  Punkte  in  der  Ebene,  die  in  ihrer 
Aufeinanderfolge  durch  eine  Curve  ver- 
bunden werden  sollen.  Diese  Curve  zeigt 
bei  wachsendem  m  und  7t  ein  ganz  ana- 
loges Verhalten  wie  diejenige,  welche  wir 
bei  der  Entwicklung  von  (p  4-  q)  s  er- 
halten haben,  wobei  p  die  Wahrschein- 
lichkeit a  priori  des  Ereignisses  war. 
Die  einzelnenTerme,  die  daselbst  auftraten, 
von  der  Form 


pW-l      gl 


werden  hier  bei  der  a  posteriori  berech- 
neten Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses 
ersetzt  durch 


yi 


m+i,  n+s—i 


Figur  19. 


Die  Curve  verlauft  etwa  in 
der  Form  wie  Figur  19  zeigt, 
wobei 

OT  =  s,  OA  =i,AB  =  y, 

ist.  Auch  hier  ergibt  sich  ein 
grösster  Wert  von  ?/.,  wie  früher 
Q  in  der  Antwort  auf  Frage  15. 
Denn  es  ist,  wenn  man  die 
Werte  der  J'„^+,,  „+,_,  nach 
Formel  sr  ersetzt: 


(m  +  i) !  {n-Vs  —  i)\     (m  4- n  +  1) ! 


m!  n\ 


^'  i !  (s  —  i)\  (m  -i-  n  +  s  +  1) ! 

s\  (m  +  i  4- 1) !  (ii-\-  s  —  i 

^'+1  —  (TViy[(s  —  i  —  l)\  (m  +  n  +  s  +  1) ! 


JL) !     (/ri_-r  n  +  1) ! 
m\  nl 


also 


Vi 


+1  _ 


—  i    m  -r  i  -f  1 


2/, 


oder  es  ist 


je  nachdem 


Vi 


1   n  + 
> 


+'    < 


>  .. 


y. 


{s  —  i)  (m  +  i+l)  =  (i+lj  (n  +  s  —  i) 


oder 


< 


> 


m—n  =:  i  {m  +  n) 
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ist.       Für    den    grössten    Term     ergibt 
sich  also 


_   r  s  m  —  n"] 
L   /n  +  n    J 


wenn,  die  [  ]  anzeigen,  dass  die  grösste 
ganze  in  dem  Ausdruck  enthaltene  Zahl 
genommen  werden  soll. 


Gelöste  Aufgaben  über  die  Wahrscheinlichkeit  künftiger  Ereignisse. 

Aufgabe  230.  Ein  Ereignis  ist  mmal 
beobachtet  worden,  welches  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  es  bei  s  weiteren  Beobach- 
tungen smal  eintritt?  Auflösung.   Wir  benützen  die  Formel  40 

ni,  n 

und  haben  in  derselben  n  =  o,  r  =  o  zu 
setzen,  da  nur  das  Eintreffen  des  Ereignisses 
beobachtet  wurde.     Wir  erhalten  dann: 


J 

7)1,    0 

und  da  nach  Formel 

/ 

_                 1 

rn^  0 

m  +  l 

'^m+s,    0 

^          1 

w-f  s  +  1 

ist,  so  wird 

W  = 

m  +  1 

?n  +  s  +  l 

Die  Wahrscheinlichkeit  ist  also  dieselbe, 
als  wenn  wir  in  eine  Urne,  die  tn  weisse 
Kugeln  enthält,  noch  1  weisse  und  s  schwarze 
Kugeln  legen  und  nach  der  Wahrscheinlich- 
keit fragen,  aus  der  Urne  eine  weisse  Kugel 
zu  ziehen. 


Aufgabe  231.     Angenommen,  der  Sonnen- 
aufgang wird   seit  6000  Jahren  täglich   be- 
obachtet,  wie  gross  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  die  Sonne  noch  den  nächsten  Tag       Auflösung.   Wn-  benutzen  die  Formel  39 
aufgehen  wird?  ^  ,  , 

TT  '  W   -f   i 


m  +  n  +  2 
in  der  wir  n  =  o  setzen,  dann  wird 
111  =  2191500 
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zu  setzen  sein,   also   ist  die  gesuchte  Wahr- 
scheinlichkeit 

W  =  1  ^ 


2191502 


daher  von  der  Einheit  nun  weniger  als  ^  ,^ 

=  0,0000005  verschieden. 


Aufgabe  232.  Wie  gross  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  die  Sonne  in  4000  Jahren 
noch  aufgehen  wird?  .    „,  _ 

Anflosnng.     Benützen   wir   die   in    Auf- 
gabe 230  abgeleitete  Formel 


m  +  si-1  m  +  s  +  l 

so  haben  wir  wieder 

m  =  2191500 
und 

s  =  1461000 

zu  setzen  und  erhalten 

1461000 


W  =  1 


3652501 


so    dass    die   Wahrscheinlichkeit  nicht   mehr 

2  .  ^ 
ganz  o  ist. 


Aufgabe  233.  Aus  einer  Urne  wurden 
10  Kugeln  gezogen,  die  stets  wieder  zurück- 
gelegt wurden.    Es  erschienen  hiebei  7  weisse 

und    3   schwarze  Kugeln.    Welches    ist   die       Auflösung.     Man  benützt  die  Formel  40, 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei  4  weiteren  welche 

Zügen  3   weisse   und   1   schwarze  Kugel   er-  ^^^^'  ^  =  '^>    r  ==  i 

scheinen  ? 


liefert. 
Nun  ist 


und  m  =  7,    n  =  3 


J-.> 


also 

'^7,3 

also  ist 

W  = 


•^  10,  i     — 

10!  4! 
15! 

T          — 

7!  3! 

•^7,  3       — 

11! 

11!      10!  4! 

10.9.8 

15!       7!  3! 

15  .  14  .  13  .  12. 

4.10.9 

.8      _    8 

15.14.13.12  91 
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Aufgabe   234.     Aus    einer    Urne    werden 
20  weisse  und  10  schwarze  Kugeln  gezogen, 

wobei  die  gezogene  Kugel  zurückgelegt  wird.  .    „,„              . ^    ,    ^        , 

Welches    ist    die    Wahrscheinlichkeit    dafür,  Auflösung     IS  ach  Formel  41  ergibt  sich 

dass  bei  15  folgenden  Zügen  wenigstens  eine  ^^^  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei  s  Ver- 

weisse  Kugel  erscheint?  suchen   das  Ereignis   wenigstens  einmal  ein- 
tritt, 

i=.s—l 
W  =  ~j        -  2j  (.5-  l—\)    •^m-iH-'.  «+5-.-1 


indem  man  s  —  1  =  v  und  s  —  fe  =  s  setzt. 
Macht  man  von  der  in  der  Antwort  auf 
Frage  53  abgeleiteten  Eelation 


A-=s 


1    =  „^ 2j  \Jc)    Jm+lc,  n+5- 


i  =  o 


Gebrauch,  so  ergibt  sich  die  verlangte  Wahr- 
scheinlichkeit 


Formel  42 


/. 


w  =1- 


m,  n-f-s 


Nebenrechnung: 

25!  31!    ^  11 .  12 25 

46!  10!  32.  33 46 

log  Z  =   19,1308826 
log  N  =  23,3255479 


N 


Z 


0,8053347-5 


-^  =     0,000063876 


welcher  Wert  sich  auch  aus  der  Bemerkung 
ergibt,  dass 

•^  m,  n+s 


die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist,  dass  bei 
den  s  folgenden  Zügen  nur  schwarze  Kugeln 
erscheinen.     (Vgl.  Formel  40  für  s  =  r). 

Für  die  vorstehende  Aufgabe  wird 


m  =  20,  71  =  10,  s  =  15 


und  da 


•^20,25    — 


20!  25! 


46! 

—    20!  10! 

20,10   —        3^, 

ist,  so  folgt 


«/oA    in     — — 


/. 


20,  25 


20.  10 


mithin 


SU 
46T 


W 


25!  31! 


20!  25!    _  

'  '20!  10!    ~"   46!  10! 

=  0,000063876 
0,999936124 


Aufgabe  235.  Eine  Urne  enthält  weisse 
und  schwarze  Kugeln  in  der  Anzahl  n,  bei 
einer  vorgenommenen  Ziehung  kam  1  weisse 
Kugel  zum  Vorscheine,  wie  gross  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  dem  nächsten 
Zuge  wieder  eine  weisse  Kugel  erscheint, 
wenn  die  zuerst  gezogene  Kugel  wieder  zurück- 
gelegt wird? 


B  0  b  e  k ,    Lehrbuch  der  "Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Auflösung.    Die  Urne  kann  enthalten: 

1  weisse  und  n  —  1  schwarze 

2  „        „     n— 2 

O  ;,  ,,         tl  3  ,, 

n      „        „        0  „         Kugeln. 

Diesen  einzelnen  Hypothesen  entsprechend 

14 
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wird  dann  die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Ziehen  einer  weissen  Kngel  nach  Formel  1 
sein: 

1  2  ^•  n 

und  die  Wahrscheinlichkeit  der  Annahme,  dass 
die  Urne  h  weisse  Kugeln  enthält,  ist  nach 
Aufgabe  198 

2^_ 

^^  ~  Ji  (n  +  l) 

Unter  der  Annahme,  dass  die  Urne  k  weisse 
Kugeln  enthält,  ist 

k 
P,=- 

die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer 
weissen  Kugel,  daher  ist 

—        2  k  k 

die  Wahrscheinlichkeit  des  zusammengesetzten 
Ereignisses,  dass  sowohl  die  Annahme,  ^weisse 
Kugeln,  als  das  Ziehen  einer  weissen  Kugel, 
statthat. 

Nun  kann  eine  weisse  Kugel  gezogen  werden 
unter  den  Annahmen,  dass  die  Urne  ent- 
Aveder  1  oder  2  oder  3  oder  fe  . . .  oder  n  weisse  * 
Kugeln  enthält,  diesen  zusammengesetzten 
Ereignissen  entsprechen  die  Wahrscheinlich- 
keiten : 

2.1- 

WzVz 

^kpk 

Erkl.  57.    Es  ist  die  Summe 

=  i  n  {n  +  1)  (2  71  +  1),  '^'^  ^"  ^  ^'  ("  +  1) 


2. 

+  1) 

,2^ 

n^n  +  l) 
2.32 

n2(n 

+  1) 

2. 

,F 

n'  («  + 1) 

2 

.  n^ 

6 


und  daher  ist  nach  Formel  3'   die  gesuchte 


was  aus  der  Theorie  der  arithmetischen  Reihen  ^Tahrscheinlichkeit 
höherer  Ordnung  folgt,  vergleiche  Kleyers  Lehr- 
buch über  arithmetische  und  geometrische  Pro-  2         Ue     02  .  02  >         I  7"  1         i.«2; 
gressionen.  >^=  ^~(n  +  lj^    +2  -H3  -f  . .  -f  fc-  +  . .  +  n  | 

^  ^   77  (/2  +  1)  (2  7?  -f  1) 


~"  w2  („  4. 1)      6 
oder 

^^  3  w  3    ^  3  w 

Je  grösser  also  die  Anzahl  der  Kugeln  ist, 
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desto  näher  wird  der  Wert   der  Wahrschein- 

2 
liclikeit   an    ^    komraeii.    Für   n  =  c^o  -wird 

o 

2 
W  =  g ,  was  auch  direkt  folgt,  wie  die  nächste 

Aufgabe  zeigt. 


Aufgabe  236.  Eine  Urne  enthält  eine  un- 
endlich grosse  Anzahl  von  Kugeln,  bei  einem 
Zuge  wurde  eine  weisse  Kugel  gezogen,  welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  dem 
nächsten  Zuge  wieder  eine  weisse  Kugel  er- 
scheint ? 


Erkl.  58.  Hier  ist  nicht  nötig,  dass  die 
Kugel  wieder  zurückgelegt  wird,  da  die  Anzahl 
nicht  vermindert  wird.  Wenn  es  auch  unmöglich 
ist,  eine  Urne  mit  unendlich  vielen  Kugeln  zu 
haben,  so  kann  man  sich  wohl  vorstellen,  dass 
diese  unendlich  vielen  Kugeln  das  Eintreffen 
oder  Nichteintreffen  eines  Naturereignisses  dar- 
stellen sollen. 


Auflösung.  Es  sei  x  die  unbekannte  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Ziehen  einer  weissen 
Kugel,  wobei  x  alle  Werte  zwischen  0  und  1 
annehmen  kann.     Dann  ist  nach  Formel  31 

X  dx 


C  X  dx 


die  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  x  und 
daher 

x^dx 


/- 


dx 


die  Wahrscheinlichkeit,  dass  unter  dieser 
Hypothese  bei  dem  nächsten  Zuge  wieder  eine 
weisse  Kugel  erscheint.  Mithin  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit im  nächsten  Zuge  eine  weisse 
Kugel  zu  ziehen  nach  Formel  35 


oder 


W 


f  x""  dx 

0 

-  _ 

/  X  dx 


W  = 


Diesen   Wert   von    W  liefert   auch   ohne 
weiteres  Formel  39  für  m  =  1  und  n  =  0. 


Aufgabe  237.  Eine  Urne  enthält  n  Kugeln, 
man  zieht  eine  weisse  Kugel,  legt  dieselbe 
aber  nicht  wieder  zurück.  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  im  nächsten  Zuge 
wieder  eine  weisse  Kugel  erscheint? 


Auflösung.  Unter  der  Annahme,  dass  die 
Urne  k  weisse  Kugeln  enthält,  ist,  nachdem 
eine  weisse  Kugel  gezogen  wurde: 

k—l 

ü>.  = 

'^        n — 1 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  auch  im  nächsten 
Zuge  eine  weisse  Kugel  erscheint;  weil  die 
weisse  Kugel,  die  bereits  gezogen  wurde, 
nicht  zurückgelegt  wird.     Da  nun 
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Erkl.  59.    Es  ist  2k 


lc  =  n  n  k  *  n   {n-\-  1) 

V  fc  (fc— 1)  =  V  ^-2  _X    ^,  (j^g  Wahrscheinlichkeit  für  diese  Annahme  ist 

i=i  1  1  (nach  Aufgabe  198),  so  ist 

=   \n  [ü  +  1)  (2  n  +  1)-  \n{n-\-l)  ^^    ^   =.  2  ^  (^--J) 

6  ^  *     ^  ?2  («  +  !)  [n — 1) 

nach  den  Erklärungen  57  u.  10,  also  reduziert:  ^-^  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens 

y^"  I/o  beider    Ereignisse.     Also    ist    die    gesuchte 

2^  ^  (i.„l)  =  ^  7i{n'-l)  Wahrscheinlichkeit 

— 2^-^So+2.1+3.2+.  +k{k-l)+  ..  +n(n  — l)j 


n  {n^—l)l 


'In  {n^-l) 


n  («»—1)      3 
also 

unabhängig  von  der  Anzahl  Kugeln,  welche 
die  Urne  enthält. 


Aufgabe  238.  Eine  Urne  enthält  höchstens 
4  Kugeln.     Man   hat  n  Ziehungen   gemacht 

und  hiebei  (n  —  Ä:)  weisse  und  Ä  >  o  schwarze        .    ^,.^  T^      i  ^      •      rr      i 

Kugeln  gezogen,  wobei  die  gezogene  Kugel       Auflösung.  Da  schwarze  und  weisse  Kugeln 
stets  zurückgelegt  wurde.    Welches  ist   die  gezogen  wurden,  so  kann  die  Urne  enthalten: 
Wahrscheinlichkeit,   dass  bei  einem  nächsten       ^x  ^^ei  Kugeln  und  zwar: 
Zuge  wieder  eine  weisse  Kugel  erscheint? 

1  weisse  und  1  schwarze. 

b)  Drei  Kugeln  und  zwar: 

1)  1  weisse,  2  schwarze 

2)  2       „       1 

c)  Vier  Kugeln  und  zwar: 

1)  1  weisse,  3  schwarze 

2)  2       „       2.        „ 

3)  3       „       1 

Bezeichnet  man  die  diesen  Annahmen  der 
Reihe  nach  entsprechenden  Wahrscheinlich- 
keiten für  das  Ziehen  einer  weissen  Kugel 
mit  p„  p^,  p,,  p^,  Pi,  Pe  die  entgegen- 
gesetzten Wahrscheinlichkeiten  mit  q^,  g„  q^, 
Qv  Q5,  Qb,  so  ist: 


1 

P^  =  2 

1 

1 
P«  =  3 

2 
2,  =  3 

2 
P.  =  3 

1 

1 

3 

*.  =  4 
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2  2 
P^  =  -4                   ^^  =   4 

3  1 

i>6    =     4-  %     =     ^ 

Nun  wurden  n  Ziehungen  vollführt,  bei 
denen  (n  —  h)  weisse  und  k  schwarze  Kugeln 
erschienen.  Unter  Voraussetzung  der  obigen 
Annahmen  werden  die  Wahrscheinlichkeiten 
u\,  w^y  w^,  w^,  w^,  Wq  für  das  Ziehen  von 
(n  —  k)  weissen  und  k  schwarzen  Kugeln : 


-=ö)(ir(!; 


sein. 


Mithin  werden  nach  Formel  30  die  Wahr- 
scheinlichkeiten der  einzelnen  Annahmen:  W,, 
W,,  W3,  W„  W,,  W,  sich  ergeben: 


P 

\V2    ~  p 

„    (l)"(t)' 

^y «  = ^ 


,,    (l)'"'(-S)" 


wobei 
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- = (r(^r-(i)''"'(ir-(i)""'(ir-Ki)""'(i)'-  (!)"-\iy 

=  ~^\-—  (2'"+'3"+2''^+'  +  2''^~'h-2"3"+'  +  2'^3'"-') 

ist. 

Für  den  nächsten  Zug  ist  irgend  eine  der 
Annahmen  zulässig,  daher  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  im  nächsten  Zuge  eine  weisse 
Kugel  erscheint 

W  =  p,   W,+p,  W,+p,  W,+p,  W,+p,  W,+p,  W, 
also  ist 

-  '-=  (1)  (i)""'(tf-a)  (D""ti)V(i)  iff'W-o  ani)^ 

-  (!)  (!)'ni-)^-(f)  (ff"W 

=  ^+r4T-»+T   r3"+'4"+'+2'-2"+^4"+'+2"-*+^2"+>  4"+V  S*  2"+' 3"+' 
+   2"+'2"+'3"+'+3"-*+'2"+'3''+n 

^        _  ro2«+3„»+l   ,   n3«+i+2         4«-l+3         «+1  „n+t+1         B+1  „2,l-i:+2  ~ 

—     ,,+-1    „+i"„+r   ^         J       x^  -r2  +2        o  +2        o 

iJ  ö  4:  ' —  — 

und  mit  Kücksicht  auf  den  Wert  von  P: 

2«+3  3«+l      23"+^"+2  ,  o*"""'^"+%2''"*"^3''''"*'^^  +  2""'"^  g2n-i-f2 
r   2 «4-1     n        3n+k      ~4:n—k-\-      ^n     n-\-k      ^n     2/4— i1 

2.3.4.    [2^3+2^+2        ^+2   3^+23        J 

Kürzt  man  noch  Zähler  und  Nenner  mit 
2''+\  so  wird 


3.4[2  ^  3  -r2    ^  +2         +3^+3        J 

Anmerkung  45.  Wäre  Ä  =  o,  so  müsste  man  auch  die  Annahme  zulassen,  dass  die 
Urne  lauter  weisse  Kugeln  enthält.  Zu  den  Fällen  sub  a)  b)  c)  käme  noch  dieser  Fall 
hinzu. 


Aufgabe    239.     Zwei   Spieler   A   und    B 
spielen  eine  Partie  um  den  Einsatz  G,  welchen 
der  Spieler  einzieht,  der  zuerst  n  Partien  ge- 
wonnen hat.    Sie   sind   gezwungen  das  Spiel       Auflösung.   Es  sei  x  die  Wahrscheinlich- 
abzubrechen,   nachdem    A   schon  a,    und   B  keit,  dass  A  eine  Partie  gewinnt,  also  (1  —  x) 
b  Partien   gewonnen   hat.     Wie    sollen    die   die  Wahrscheinlichkeit,   dass  B  diese  Partie 
Spieler  den  Einsatz  teilen?  gewinnt,   so   kann  x  alle  AVerte  zwischen  0 
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und  1  annehmen.  Die  AVahrscheinlichkeit 
dieser  Hypothese  x  ist,  da  A  schon  a  und 
B  h  Partien  gewonnen  hat,  nach  Formel  31 


x^ 

(1- 

•xfdx 

w  ~ 

/.^ 

■«(1- 

-xf  dcc 

oder 

1 

w  =  -j 

^° 

{l—.xf  dx 

wenn 

nach  früherem 
^1 

Ja,b=^   f  X^'il-xf  dx  =,- 


a\  h\ 


(a+6-fl)! 
gesetzt  wird. 

Nun  hat  aber  A  noch  n  —  a  und  B  noch 
n  —  b  Partien  zu  gewinnen,  um  den  Einsatz 
ganz  einziehen  zu  können.  Brechen  sie  das 
Spiel  ab,  so  müssen  sie  den  Einsatz  der 
Wahrscheinlichkeit  entsprechend,  die  sie  haben, 
den  Einsatz  zu  gewinnen,  teilen. 

Unter  der  Hypothese  x  besitzt  A  die  Wahr- 
scheinlichkeit w  das  Spiel  zu  gewinnen,  wo- 
bei sich  w  nach  Aufgabe  76  ergibt: 


daher  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A  den 
Einsatz  gewinnt  und  dass  die  Hypothese  x 
stattfindet: 

und  da  x  alle  Werte  zwischen  0  und  1  an- 
nehmen kann,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
W,  dass  A  das  Spiel  gewinnt: 

oder  wenn  die  Integration  ausgeführt  wird: 

'^=  7^7  [  '"■ ' + ("  T")  <  H.  +  ("-r ')  J.  .+.+  ■•  ('"7-V-r')  ^.-] 

Es  erhält  also  A  von  dem  Einsätze   WG 
und  B  den  Rest  (1— W)  G, 


Aufgabe  240.   Bei  einer  sehr  grossen  An- 
zahl d=^  a  +  h  Versuchen   ist   ein   Ereignis 

amal   eingetreten.     Welches   ist   die   Wahr-  „  -r..    -r. 

scheinlichkeit  dafür,  dass  bei  s  =  m  +  n  folgen-       Auflösung.   Die  Formel  40  liefert  die  Ver- 
den Versuchen  das  Ereignis  m  mal  eintritt?   ^^"^^6  Wahrscheinlichkeit 

wenn  man   an   Stelle  von   m  und  n  setzt  a 
und  h  und  s  —  r  =  m,  also  r  =  n  annimmt. 
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Nach  Formel  g  ist 

T  a!  hl 


''•'       (a  +  i  +  1)! 
also  ergibt  sich 

W  _  (s\       (g  +  wQ!  {b  +  n)\         (a  +  M-li^t 
\n)    (a  +  6  +  m  +  n  +  1) !  '        a\  b\ 

und  es  handelt  sich  nun  .  darum,  diesen  Aus- 
druck zur  praktischen  Rechnung  vorzubereiten. 

Hiezu  benützen  wir  die  Stirlingsche  Formel  f 
(vergleiche  Anhang  I),  nach  welcher  folgt: 

(a  +  ö  +  1) !   =  (a  +  *  +  1)  («  +  hf-^^e-''-^  Y^^ict^^h)' 

(a  +  Ä  +  m  +  n+1)!  =   (s+^+l)  (s  +  rf)'+'^e~'~^ V^ :c  (s  +  rf) 
(m  +  a)!   =  (m  +  ar+"e-'"-'^V2Tr(7/r+o)" 


0  = 


Tf  = 


und  daher 

s'  V^  {rn  +0)"»+"  (n  +  ^)"+'  V27T^-W/H^+^r     {d+l)d''Vd 

■mr"  n"  Y~2^m:it  (7+7+^1  (s  + 1?)'+^  \/s-\-d  '  a"  b^Y27z~b~^~ 

Nun  kann  man  an  Stelle  von  s  +  c?+l  und 
d+1  setzen  s  +  c?  resp.  </,  wenn  man  1  gegen 
die  grossen  Zahlen  s  +  d  und  d  vernachlässigt. 
Dadurch  übergeht  die  obige  Gleichung  in 

Formel  43 .   W=    :;;^^sTdT^aV^'        -y  2Kmnab  (s  +  dY 

Wir  multiplicieren  in  dem  Faktor  vor  der 
Wurzel  Zähler  und  Nenner  mit  2*"^^  so  wird 


/  s  V  {  ^  Y    (AY  (AX  /2(wi+^\"»+«  /2(n+/^)\»+ft     \/sd^{m  +  a)  {n-{-b] 
^'^W)     \2ii)  '  \2a}     \2b)    \   s-^d   )         \   s  +  d   }       '  y  2Kmnab(s  +  dY 


.2  m 

also  ist: 

Formel  43  a:  log  W  =  0,43429448  i  a 


+ 


^  K  2Tcmna6  (s  +  rf)« 


wobei  lA  der  natürliche  Logarithmus  ist,  so 
dass 
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Erkl.  60..    Wegen   des   Faktors   0,43429448  ,       , 

=  loge  vergleiche  Kleyers  Lehrbuch  der  Loga-  S^^^^^^  werden  kann. 

^^    ^^^*  Setzt  man  m  —  n  =  a,  a  —  b  =  d,  so  wird 

und  es  ergibt  sich: 

'(^r=-"'K-i(fy-MiH(fy---] 

oder 

und  analog: 

mithin  folgt  durch  Addition  dieser  drei  letzten 
Gleichungen : 


Formel  43b:  i  a  =  (s  +  d) 


[.0+5x2  /o  +  §x  4  /g  +  gx  6  -Tj 

U+"c^j    l.+t/j    U+^;  ^ 
1.2      "^      3.4      +      5.6      "^^  •    J 

[©:,©',(!)•,      ] 

Li. 2  ^  3.4  ^  5.6  + J 

,  \&MM.       1 

^    Li.  2"^  3. 4  +  5. 6"^ J 


Aufgabe  241.  Vom  Beginn  des  Jahres  1827 
bis  Ende  des  Jahres  1886  wurden  in  Frank- 
reich   9  656135    Kinder    geboren,    darunter        .    ^,.,  ^^    ,        ,        ,      ,      .    ^    , 
4981566  Knaben.    Wie  gross  ist  die  Wahr-       Auflösung.  :N ach  vorhergehender  Aufgabe 
scheinlichkeit,   dass   bei  1000  000  folgender  jst,  wenn  W  die  verlangte  Wahrscheinlich- 
Geburten  515  968  Knabengeburten  eintreten   ^^^*  ^^^ 
werden?                                                                                      log  W  =  0,43429448  l  A 


l  A  =  (s  +  d) 


log   \/sd'  {m  +  a){n  +  b) 
'   2  7c  miiab  {s  +  dY 

\     1.2      +      3.4      ^  '  '    / 


Is  +  d) 
und 
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+ 


Nebenreclmung: 

log  (a  +  o)  =  5,53011381 
log  {s  +  d)  =  J^0275997  (_ 
0,5025141—2 

l«g(^jjy=Ö'Ö050282-3 
(^f^)^=.0,00101164 

log  p-"t|V=  0,0100564-6 
(^~^y~  0,00000102 


log  a  =  4,5042805  \  __ 
log  s  =  6,0000000) 
0,5042805—2 

log  (jf=  0,0085610-3 
/--y=  0,00101991 

log  (^)^=  0,0171220-6 
r^y=  0,00000100402 


log  8  =  5,4871341  \  _ 
log  d  =_6,9848024J_ 
0,50'23317-2 

log  (^)^=  0,0046634-3 
(^)^=  0,00101079 

log  (K\^=  0,0093268-6 
/^,y=  0,0000010217 


\  1.2    '    3.4  + / 

i&M.     ) 

\1.2    +    3.4  + J 


wobei 


d  =  9656135 
a  =  4981566 
b  =  4674569 
8  =  306997 
s  =  1000000 
m  ^  515968 
n  =  484032 
o  =   31936. 

Berecliuuiig  von  lÄ.    Xach  nebenstehender 
Rechnung  ist: 

3^  (jtJ)  =  0,00000009 

SO  dass  die  höheren  Potenzen  vernachlässigt 
werden  können. 


Ebenso  ergibt  sich 
a\2 


1.2  \s) 


0,00050995 


00000009 


und 


,00050539 


3^  (^)'=  0,00000009 

Daher  ist 

-  (-'^)\  ^  f  "4V=  0,00050591 
1.2  \s+d)  ^3.4  \s  +  d) 

\  ("-)'      +  A  (-)'      =  0,00051004 
1.2  \s)        ^3.4  \sj 

_L/^f      4--^   /4V      =:  0,00050548 
1.2  \d)        +3.4  V^ZJ 

und  mithin  ergibt  sich 

/  Ä  =  10656135  X  0,00050591 
— 1000000  X  0,00051004 
—  9656135  X  0,00050548 
=  5391,046  —  510,04  —  4880,973 
=  0,033 
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also 

0,43429  /  Ä  =  0,0143317 

Der  zweite  Teil  von  log  W  berechnet  sich 
nun  direkt: 

log  5  ==  6,0000000 
log  rP  =  20,9544072 
log  {m  +  a)  =  6,7401679 
log    (n  +  b)  =    6,7125320 


40,4071071 

log       2 

log           K 

log       m 

log          71 

log       a 
log       b 

=    0,3010300 
=     0,4971499 
=     5,7126228 
==     5,6848741 
=    7,6973659 
=     7,6697416 
=  21,0827991 
46,6455825 

40,4071071  ) 
46,6455825  )  ~ 
0,7615236-7 

lo 

sV~ 

=r  0,8807623-4 

Daher  folgt 

log  W  = 

=  0,0143317+0,8807623— 

- 

=  0,8950940-4 

also 

W  = 

0,0007854. 

Aufgabe  242.  Eine  Münze  wurde  1000-mal 
in  die  Höhe  geworfen,  wobei  592-mal  Wappen 
und  408-mal  Schrift  auffiel.  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei  200  folgen- 
den Würfen  110-mal  Wappen  und  blos  90-mal  Auflösung.  Wir  benützen  die  Formel  43 
Schrift  geworfen  wird?  a)  und  b).     Es  ist 


m   n   a  b'  (s+df^"        ^  2u  mnabis+dy 

log  W  =  0,43429448  /  ^  +  log  |/p!i^«)jg^ 
^  '  '  2v:  m7ia  b  {s  +dy 

\s+d)        \s  +  d)     ,.  I 

_    1.2      +      3.4      -^  •  •  •  J 

'MM.      1 

Li. 2  +   3. 4^ J 

~d\  {d)^^{d)  ^  I 

L  1 .  2  +  3  .  4"  "^ J 


und 
l  Ä 
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wobei 


d  = 

1000 

s  =  20O 

a  = 

592 

m  =z  110 

b   = 

408 

w  =  90 

8  = 

184 

G  =  20 

c 

+  s 

=  204 

s 

+  d 

=  1200 

n 

i  +  a 

=  702 

1 

i  +  b 

=  498 

ist. 

Da  nun 

: = 0.^ 

(iy  =  °'«^ 

i^)'  =   Ö'^ÖÖl 

(-J)  =  0,1B. 

i^  =  0,033856 

/-^y  =  0,0011461 

'Ö+Ö\2 


6-\-ö\i 


(siil)  ='''''' {^ä)='^'''''''    (^    =0,00083506 


ist,  so  können  die  6*«'^  Potenzen  in  iA  ver- 
nachlässigt werden,  wenn  man  bloss  auf 
6  Dezimalstellen  rechnet,  und  man  erhält 


1  /(5  +  Ö\2 

2  [i+d) 

JL  i^±l\^ 

L2    \s  +  d)  ._ 


0,0144437 
0,0000696 


0,0145133 

0,0050083 
.   [i  (-:)%  .  .]  =  1.00166 
^  A^\^  =  0,0169280 
12   \d) 


0,0000955 
0,0170235 


Nebenrechnung: 
log  /  A  =  0,,,7847599-l 
log  0,42  =  0,'  6377843  —  1 


■'[-«(-y+^O""'"" 


=  18,02516 


l  A  =  —  0,60920 
0,43429448  i  A  =  -  0,2645722 
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Zur 
sich 

Berecl 

log 
log 
log 
log 

mung   der 

{m  +  a)  = 
{n+b)    = 

Wurzelgrösse   ergibt 

11,3010300 
2,8463371 
2,6972293 

Z        = 

16,8445964 

log 
log 
log 
log 
log 
log 
log 

2ir       = 

m        =z 
n       = 
a       = 
h       = 
{s+df=. 

N      = 

0,7981799 
2,0413927 
1,9542425 
2,7723217 
2,6106602 
9,2375436 
19,4143406 

log       ^  = 

:  0,4302558-3 

-^    '%- 

=  0,7151278-2 

0,4342  .  . 

.  l  A  =  - 

-0,2645722 

W  =  0,02822 

Dieser  Wert  von  W  ist  zwar  sehr  klein, 
aber  im  Verhältnis  zu  dem  Werte  von  W, 
den  man  erhält,  wenn  man  etwa  annimmt, 
dass  m  =  n  =  100  setzt,  sehr  gross,  wie  das 
folgende  Beispiel  zeigt. 


Aufgabe  243.  Eine  Münze  wurde  1000-mal 
in  die  Höhe  geworfen,  wobei  592-mal  Wappen 

und  408-mal  Schrift  auffiel.     Welches  ist  die        .     ....  _^^.    ,    ,        -,•      i,     -n 

Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei  200  folgen-       Auflosung.    Wir  haben  dieselbe  Forme 
den  Würfen   100-mal   Wappen  und   100-mal   ^^^  in  Aufgabe  242  zu  benützen,  wobei 
Schrift  geworfen  wird? 


0  =  ^ 


183 


rf  = 

1000 

s 

— 

200 

a  = 

592 

nt 

= 

100 

h  = 

408 

n 

== 

100 

8  = 

184 

Ö 

s 
m 

+  8  ^ 

0 

184 

1200 

692 

0 

so 

dass 

n 

.  +  b^ 

508 

&■ 

=  0,033856 

a 

i 

=  0,0011461 

16R 

/(?  +  d\2_ 

-0  0^ 

235111   1 

ra  +  b- 

\' 

=  0.0005528 

wird.     Dann  folgt: 

0,0118016 
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Nebenrechnung: 
log  /  A  =  0^,4566059 
log  0,43  =  0,  6377833—1 


0„,0943902 


16192 


0,0169280 
0000955 


0,0170235 


'  ü  0 


2 
A  + 


=  17,02350 


und  da  0  =  0  ist,  ergibt  sich 

/  A  =  —  2,86158 

0,43429448  l  A  =  —  1,242761 

Für  die  Wurzelgrösse  folgt 

log      sd^      =  11,3010300 
log   (m  +  o)   =     2,8401061 


log    {n-i-b)    = 

2,7058637 

log       Z        = 

16,8469998 

log       2  7t      = 
log     m  n      = 
log        a       = 
log        b       ^ 
log  [s  +  df  = 

0,7981799 
4,0000000 
2,7723217 
2,6106602 
9,2375436 

log       N      = 

19,4187054 

Z 

log          ,y- 

:  0,4282944-3 

-^n- 

:  0,7141472-2 

^2  .  .  .lAr=- 

-1,2427610 

log  W  =  0,4713862—3 

W  =.  0,002960 

Es  ist  also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
110-mal  "Wappen  geworfen  wird  10-mal  so 
gross,  als  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es 
100-mal  auffällt  bei  200  Würfen,  nachdem  es 
bei  1000  Würfen  592-mal  auffiel,  (Vergleiche 
die  Anmerkung  43.)  Wir  werden  sogleich 
sehen,  welche  Anzahl  bei  200  Würfen  die 
grösste  Wahrscheinlichkeit  besitzt.  (Vergleiche 
die  folgende  Aufgabe.) 


Aufgabe  244.  Eine  Münze  wurde  1000-mal 
geworfen,  wobei  592-mal  Wappen  und  408-mal 
Schrift  auffiel.  Man  will  noch  200  Würfe 
machen.  Welche  Anzahl  von  Würfen,  in  denen 
Wappen  auffällt,  hat  die  grösste  Wahrschein- 
lichkeit und  wie  gross  ist  diese? 


Auflösung.  Nach  der  Antwort  auf  Frage  53 
bestimmt  sich  die  Anzahl  %  der  Würfe,  in 
denen  Wappen  auffällt,  so  dass  diese  An- 
zahl i  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  besitzt 
aus  der  Gleichung 


sm~ 
,  m  +  n 


-1 
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wenn  das  Ereignis  bei  m  +  n  Versuchen  m-mal 
bereits  eintrat,  und  s  die  Anzahl  der  noch 
zu  machenden  Würfe  bedeutet. 

Für  die  vorliegende  Aufgabe  ist 

m  =  592,  71  =  408 

s  =  200 


also 

8  711  —  71  __  117992 
'm  -f  w  TÖÖÖ" 


=  117,992 


Nehmen  wir  also  i=  117,  so  ist  die  grösste 
AVahrscheinlichkeit  dafür  vorhanden,  dass 
117-mal  Wappen  und  83-mal  Schrift  auffällt. 
Um  diese  Wahrscheinlichkeit  selbst  zu  be- 
rechnen, benutzen  wir  die  Formel  43  resp. 
43  a  und  b,  also 

log  ^r=  0,43429448  l  A-{-\og  \/^d^J^[±KF±ä 

V    2^7nnab  {s+dy 

l  A  =  {s  +  d)       \ß  +  d]_      \s-\-d}  I 

L  1.2  +   3.4   +---J 

L  1 .  2  +  3  .  4  + J 

L  iT2~  +  ^3TT  + J 


wobei 


d  =  1000  5  =  200 

a  —     592  m  =  117 

6  =  408  n  =  83 

ö  =  184  G  =  34 

a  +  d=  218 

s-Vd  =   1200 

w  +  a  =  709 

n-^h  =    491  ist. 

Also  folgt 


(^±j)  =  0,18166  («-1^)^  =  0,038002  0+-^  =  0,0010892 
(^  =  0,17  .  {^^  =  0,0289  ^ly  =  0,0008352 
ß\  =   0,184       (^\^  =   0,033856    T^V  =  0,0011462 


2  V 

1.2  \s  +  d) 


^±4^^  =  0,0165010 
s  +  d) 

^-^^^"^       0,0000907 


0,0165917 


Neben 

,  G  +  8 

^'^     s  +  d 

''^  Ks+d) 
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re  chnung: 
=  0,2592753-1 

=  0,5185506—2 

=  0,0371012-3 

=  0,2304489—1 

=  0,4608978-2 

=  0,9217956-4 

=  0,2648178—1 

=  0,5296356-2 

=  0,0592712-3 


\yalirsclieinlichkeit  künftiger  Ereignisse. 
1    /ff\2 


<y\2 


(y\4 


-^  G) 


log  «  ^ 
log  42  . . 


=  0,„2400498— 2 

=  0,  6877843-1 

0„,8778341— 3 


A  (-)  =  0,0144500 
1^2  (")'=  0,0000690 


1        /d\4 


0,0145196 
0,0169280 

1-2  Q'=^^^^^^ 

0,0170235 

'  [|-  (7)'+ ]  =  12,90392 

^  [2  &^ ]  =  1^'«^^^ 

l  A  =  —  0,01738 
0,43429448  l  A  =—0,0075480. 

Für  die  Wurzelgrösse  ergibt  sich: 


log  sd^      = 

11,3010300 

log  (w  +  a)  = 

2,8506462 

log  in  +  b)    = 

2,6910815 

log    Z       = 

16,8427577 

log    2  TT    = 

0,7981799 

log    w   = 

2,0681859 

log    n       = 

1,9190781 

log    a   = 

2,7723217 

log    b       = 

2,6106602 

log  (s  +  d)  = 

9,2375436 

log   iV   = 

19,4059694 

log  =.      =  0,4367883-3 

log  [/^  =:  0,7183942-2 

0,43429448  l  A  =  —0,0075480 

log  IV'=  0,7108462-2 

und  daher 

fV  =  0,051386 

welcher  Wert  fast  doppelt  so  gr.oss  ist  als 
der  in  Aufgabe  242  und  20- mal  so  gross  ist 
als  der  in  Aufgabe  243  gefundene  Wert. 


Ungelöste  Aufgaben. 

Ungelöste  Aufgaben. 
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Aufgabe  245.   Aus  einer  Urne  wurden  bei      Andeutung.    Ist  s  die  gesucbte  Zahl,  so  muss 
25  Zügen  stets  weisse  Kugeln  gezogen,   wie  nach  Aufgabe  230 
viel  Züge  muss  man  noch  machen,  damit  die  JV  =  — ^  -  = 

Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer  weissen      .  26  +  s         2 

l  sem. 

Kugel  a  priori  den  Wert  „  annimmt? 


Aufgabe  246.  Aus  einer  Urne  wurden  bei 
30  Zügen  25  weisse  Kugeln  gezogen,  welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei 
10  folgenden  Zügen  8  weisse  Kugeln  gezogen 
werden?  Die  gezogene  Kugel  wird  jedesmal 
zurückgelegt. 


Aufgabe  247.  Bei  15  Zügen  aus  einer 
Urne  wurden  10  weisse  und  5  schwarze  Kugeln 
gezogen.  Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  bei  8  folgenden  Zügen  wenigstens 
3  und  höchstens  6  weisse  Kugeln  gezogen 
werden  ? 


^  Aufgabe  248.  Bei  30  Zügen  aus  einer 
Urne  wurden  15  weisse  und  15  schwarze  Kugeln 
gezogen.  Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  bei  8  folgenden  Zügen  wenigstens 
eine  weisse  Kugel  erscheint? 


Andeutung.    Man  wende  die  Formel  40  an. 


Andeutung.    Es  ist  die  Formel  41  anzuwenden. 


Andeutung.    Man  benütze  die  Formel  42. 


Aufgabe  249.  Eine  Münze  wurde  100-mal 
in  die  Höhe  geworfen  und  hiebei  wurde  60-mal 
Wappen  und  40-mal  Schrift  gesehen.  Welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei 
3  folgenden  Würfen  wenigstens  einmal  Wappen 
fällt  ? 


Aufgabe  250.  Aus  einer  Urne  wurden 
1200  Züge  gemacht  und  hiebei  856  weisse 
und  344  schwarze  Kugeln  gezogen.  Nach 
jedem  Zuge  wird  die  Kugel  zurückgelegt. 
Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  in  den  nächsten  2  Zügen  eine  weisse 
Kugel  erscheint? 


Andeutung.    Man  benütze  die  Formel  40. 


Aufgabe  251.     Man   will   auf  das  Ziehen  Andeutung.    Man  bestimme  die  Wahrschein- 
einer  weissen   Kugel   aus    einer   Urne    einen  lichkeit  für  das  Erscheinen  einer  weissen  Kugel 
Preis  von  1  Mark  setzen,  wie  muss  der  Ein-  ^^  nächsten  Zug  nach  Formel  39,  worauf  öich 
satz   einer  billigen   Wette    sein,    wenn   man  der  Einsatz  nach  Formel  14  berechnet, 
nach  20  gemachten  Zügen  findet,  dass  15  weisse 
und  5  schwarze  Kugeln  gezogen  wurden? 


B  0  b  e  k ,  Lehrbuch  der  VTahrscheinlichkeitsrechnung. 
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Anfgabe   252.     Man  hat   aus   einer   Urne,       Andeutung.    Man  bestimme   die  Wahrschein- 
die  20  Kugeln  enthält^  eine  weisse  Kugel  ge-   lichkeit  nach  Aufgabe  235  und  dann  den  Ein- 
zogen, legt  dieselbe  wieder  zurück.    Welchen    «atz  nach  Formel  14. 
Einsatz  kann  man  billiger  Weise  w^agen,  um 
einen  Gewinnst  von  1  Mark  dann  zu  erhalten, 
wenn   man   im    nächsten   Zuge    wieder   eine 
weisse  Kugel  zieht?  

Anfgabe  253.     Man  hat  aus   einer   Urne       Andeutung.    Man  benütze  hiezu   die  Lösung 
eine  weisse  Kugel  gezogen.   Auf  den  nächsten   tler  Aufgabe  237   und   hernach  die  Formel  14. 
Zug  einer   weissen  Kugel  ist   ein  Preis  von 
3  Mark  gesetzt.    Welchen  Einsatz  kann  man 
billiger  Weise  wagen? 


Anfgabe  254.  Eine  Urne  enthält  höchstens 
6  Kugeln.  Man  hat  3  auf  einmal  heraus- 
gezogen und  findet,  dass  unter  ihnen  2  weisse 
und  1  schwarze  sich  finden.  Man  legt  die 
gezogenen  Kugeln  wieder  zurück  und  fragt 
nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  dem 
nächsten  Zuge  eine  weisse  Kugel   erscheint? 


Andeutung.  Man  berechne  die  Wahr?chein- 
lichkeit  für  das  Ziehen  zweier  weissen  und  1 
schwarzen  Kugel  unter  der  Annahme,  dass  die 
Urne  3,  4,  5,  6  Kugeln  enthält,  von  denen  wenig- 
stens 2  weiss  und  1  schwarz  sein  müssen  Dann 
verfahre  man  wie  in  Aufgabe  238  nur  beachte 
man,  dass  die  Wahrscheinlichkeiten  nach  Auf- 
berechnen sind. 


Aufgabe  255.  In  einer  Urne  sind  höchstens 
4  Kugein.  Man  hat  10  Ziehungen  gemacht, 
nach  jeder  Ziehung  die  Kugel  zurückgelegt 
und  findet,  dass  man  7  weisse  und  3  schwarze 
Kugeln  gezogen  hat.  Welches  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  im  nächsten  Zuge  wieder 
eine  weisse  Kugel  zu  ziehen? 


Andeutung.    Vergleiche  die  Aufgabe  238. 


Aufgabe  256.   Eine  Urne  enthält  höchstens      Andeutung.    Vergleiche    die    Anmerkung  der 
5  Kugeln.  Bei  vier  vorgenommenen  Ziehungen  Aufgabe  238. 
kommen    4   weisse    Kugeln    zum    Vorschein. 
Welches    ist    die    Wahrscheinlichkeit    dafür, 
dass  im  nächsten   Zuge   wieder    eine   w^eisse 
Kugel  erscheint? 


Aufgabe  257.  In  einer  Urne  sind  höchstens  Andeutung.  Die  Lösung  folgt  aus  der  Lösung 
5  Kugeln.  Man  hat  6  Ziehungen  gemacht  der  Aufgabe  238  und  Formel  14. 
und  hiebei  4  weisse  und  2  schwarze  Kugeln 
gezogen.  Wie  viel  kann  als  Einsatz  gewagt 
werden,  wenn  auf  das  Ziehen  einer  weissen 
Kugel  im  nächsten  Zuge  ein  Preis  von  1  Mark 
gesetzt  ist? 


Aufgabe  258.  Zwei  Personen  ^  und  ^  ^  Andeutung.  Vergleiche  die  allgemeine  Lösung 
spielen  eine  Kartenpartie  um  einen  Einsatz  ^^  Aulgabe  239. 
von  5  Mark.  Diesen  Einsatz  gewinnt  der- 
jenige, der  zuerst  6  Stiche  macht.  Nachdem 
Ä  schon  4  und  B  dagegen  3  Stiche  gemacht 
hat,  müssen  sie  das  Spiel  abbrechen.  In 
welchem  Verhältnisse  wird  der  Einsatz  unter 
sie  zu  teilen  sein? 
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Aufgabe  259.  In  einer  Urne  sind  weisse 
und  schwarze  Kugeln  in  unbekannter  Anzahl. 
Man  hat  8340  Ziehungen  gemacht  und  hiebei 
5638  weisse  und  2702  schwarze  Kugeln  ge- 
zogen. Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  man  in  den  nächsten  1200  Zieh- 
ungen 786  weisse  und  414  schwarze  Kugein 
ziehen  wird? 


Andeutung.   Vergleiche   die  Lösung  der  Auf- 
ibe  240. 


Aufgabe  260.  Unter  denselben  Voraus- 
setzungen, wie  in  Aufgabe  259,  soll  man  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür  linden,  dass  bei 
1200  folgenden  Zügen  600  weisse  und  600 
schwarze  Kugeln  gezogen  werden? 


Aufgabe  261.  Unter  denselben  Beding- 
ungen, wie  in  Aufgabe  259,  soll  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür  berechnet  werden,  dass 
in  den  1200  folgenden  Zügen  972  weisse  und 
228  schwarze  Kugeln  gezogen  werden? 


Aufgabe  262.  Eine  Münze  wird  1560-mal 
in  die  Höhe  geworfen,  wobei  930-mal  Wappen 
und  630-mal  Schrift  auffällt.  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei  500  folgen- 
den Würfen 

1)  310-mal  Wappen,  190-mal  Schrift 

2)  400   „  ,.         100    „ 

3)  250    „  „         250   „ 

4)  100   „  „        400   „ 
auffällt? 


Andeutung.  Die  Lösung  geschieht,  wie  die  der 
Aufgabe  242. 


Aufgabe  263.  Eine  Münze  wird  1560-mal 
in  die  Höhe  geworfen,  wobei  930-mal  Wappen 
und  630-mal  Schrift  auffällt.  Man  will  die 
Münze  noch  500  mal  werfen.  Welche  Anzahl 
für  das  Auffallen  von  Wappen  hat  die  grösste 
Wahrscheinlichkeit  und  wie  gross  ist  diese? 


Andeutung.    Vergleiche  Aufgabe  244. 


C,  über  die  wahrscheinlichste  Hypothese. 


(Vergleiche  die  Frage  40). 


Frage  54.    Was  versteht  man  unter 
der  wahrscheinlichsten  Hypothese? 


Antwort.  Die  wahrscheinlichste  Hypo- 
these ist  diejenige,  deren  Wahrschein- 
lichkeit den  grössten  Wert  besitzt. 

Zufolge  des  Theorems  von  ßayes 
(Frage  41)  ist  diese  Definition  identisch 
mit  der  in  Antwort  auf  Frage  40  gegebenen. 
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Frage  55.  Ein  Ereignis  ist  bei  (w  +  ^) 
Versuchen  w-mal  eingetreten,  welches  ist       Antwort.  Ist  x  die  unbekannte  Hypo- 
die  wahrscheinUchste  Hypothese  für  die  these,  so  ist 
Wahrscheinlichkeit    des    Eintreffens   des  x'^il—xfdx 

Ereignisses?  ^'  =  "i 

fx'^il-xfdx 

'  0 

die  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  x. 
Erkl.  61.  Bezüglicli  der  Bedingung  ^^  =  0  Soll  x   die   wahrscheinlichste   Hypothese 
für  das  Maximum,  vergleiche  Kleyer,  LehT-buch  ^ein,  so  niuss  w  ein  Maximum  sein,  d.  h. 
der  Integral-  u.  Differentialrechnung.  es  muss 

dw 

werden.     Der  Nenner  A*on  w^  sowie  dx 
ist  konstant,  also  muss 

dx 

=   x'^'^l-xf'^    [m  —  x   {m  +  n)]    =   0 
sein. 

Da  nun  x  =  0  sowohl  als  sc  =  1  den 
Wert  w  zu  Null  machen,  sobald  m  >  1, 
n>  1  ist,  so  bleibt  nur  noch  der  Wert 

m 
X  = 


mi-  n 


übrig,  der  w  zu  einem  Maximum  machen 
kann. 

Da  aber 

nj— 1   .^  vK— 1 


dx^  öfo; 


ist,  so  wird 

m— 1  /  ^  n—l 


L  dx^  -I   _     m  \m  +  n/       \m  +  n/ 


also  wesentlich  negativ,    daher   ist  der 
Wert 

m 


x= 


7n-\-n 

der  einzige  zwischen  0  und  1  liegende 
Wert,  welcher  w  zu  einem  Maximum 
macht. 

Ist  n  =  0,  so  ist  a;  =  1 ,  und  wenn 
w  =  0,  dann  ist  x  =  OdeY  Wert,  welcher 
w   zu   einem  Maximum   macht,   welche 

Werte  auch  m  der  Formel  x  =  ^3:^ 

enthalten  sind. 
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Anmerkung  46.    Setzt  man 


wobei 


Ist  also  ein  Ereignis  bei  {m-^n)  Ver- 
suchen mmal  eingetreten,  so  ist  die 
wahrscheinlichste  Hypothese 


m 


P 


m 


d.  h.  dieser  Wert  von  p  ist  der 
wahrscheinlichste  für  die  Wahr- 
scheinlichkeit, die  dem  Ereig- 
nisse zukommt. 

Hat  man  beispielsweise  Kugeln  aus 
einer  Urne  gezogen  und  findet  man  nach 
{m-\-n)  Zügen,  dass  man  m  weisse  und 
n  schwarze  gezogen  hat,  so  ist  der  wahr- 
scheinlichste Wert  der  Wahrscheinlichkeit 

für  die  gemachten  Züge  — ,     ,  d.  h.  es 

m  +  n 

ist  am  wahrscheinlichsten,  dass  die  Urne 

auf  m+w  Kugeln  m  weisse  und  n  schwarze 

enthalten  hat. 


y  =  — 7 — ^ 


ist,  und  deutet  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene,  so  erhält  man  als 
geometrisches  Bild  der  Abhängigkeit  von  x  und  y  eine  Curve.  Wir  setzen  vorerst  m^o 
und  w  >  0  voraus.    Dann  geht  die  Curve  (Figur  20)  durch  den  Koordinatenanfangspunkt  0 

Figur  20. 


und  den  Punkt  B,   für  den  OB=l  ist.     Sie   berührt  daselbst  auch   die  a;- Achse,  wenn 
m  >  1  resp.  n  >  1  ist,  da  dann 
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t^Ä?  Jw,  n 


für  diese  Werte  verschwindet.    Ist 


0N  = 


m 


m  +  ?^ 


SO  wird  die  Ordinate 


N  M=  y 


m  +  71  /    V  m  +  n) 


Jm,  n 


die  grösste,  also   das  Maximum  darstellen.     In  31  ist  die  Tangente  an  die  Curve  parallel 
zur  a;-Achse. 

Ist  OS  =  x,  also  ST  —  y,   dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  x   dar- 
gestellt durch 

w  =  y  dx 

also  durch  die  Fläche  des  unendlich  kleinen  Fläclienstreifens  SS'  T'  T,  wenn  SS'  =  dx  ist. 
Nach  Formel    32  ist    dann   die  Wahrscheinlichkeit  W  dafür,   dass   die  Hypothese  x 
zwischen  a  =  OP  und  b  =  OQ  liegt,  ausgedrückt  durch 

b 

W  =  / y  dx 

a 

also  die  Fläche  PQQ.P,. 

Die  ganze  Fläche  OB  MO,  welche  die  Curve  mit  dem  Stück  OB  der  ar-Achse  be- 
grenzt ist  =  1,  da 

f  ydx  =7^   /*  ^"•(l-A-r^f^  =  -A^  =  1  ist. 
Ist  n  =  0,  dann  ist  die  Gleichung  unserer  Curve,  da  J^^^  ^  =  ist 


y  == 


m+l 


Die  Curve  berührt,  sobald  7n>l  ist  [für  m  =  1  ist  sie  eine  Gerade],   die  a*- Achse 
Figur  21.  Figur  22. 


in  0  und  geht  ins  Unendliche.    Ein  Maximum  tritt  dann  nicht  mehr  ein,  es  ist  5  0  —  j-^ 
die  grösste  Ordinate,  die  in  Betracht  kommt,  wenn  OB  —  1  ist. 
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Ist  m  gerade,  so  ist  die  Curve  Figur  21  symmetrisch  zur  ?/- Achse,  und  ist  m 
ungerade,  so  hat  die  Curve  die  Form  der  Figur  22,  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  den 
Anfangspunkt,  der  ein  Wendepunkt  ist. 

Für  m  =  0  hat  die  Curve  dieselben  Formen ,  nur  dass  sie  durch  den  Punkt  x  =  1 
auf  der  rc-Achse  geht. 


Fiffur  23. 


Figur  24. 


Ihre  Gleichung  ist 


y  = 


__(i~^.r 


72+1 


und  OC  ist  wieder  die  grösste  in  Betracht  kommende  Ordinate  und  zwar  ist 

1 


0C  = 


71  +  1 


Die  Fläche  OB G  ist  stets  =  1. 


Frage  56.     Es  sei  w  die  unbekannte 

Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses,  das 

bei  (m  +  w)  Versuchen  m-mal  eingetreten        .    ,        x     t^-    ^tt  i      i    .  i.  ^  i    . 

ist.    Wie  berechnet  man  die  Wahrschein-  ...  Antwort.    Die  Wahrscheinhchkeit  da- 

lichkeit  W  dafür,  dass  der  Wert  w  von  *^^''  ^^^^ 

dem    wahrscheinlichsten    Werte   p    um  i>  +  s>(o>^  —  s 

höchstens  ±s  abweicht?  .^^^  i^t  ^j^  Wahrscheinlichkeit,  dass  die 

Hypothese  x  zwischen  ^  +  s  und  p  —  s 
liege.  Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  aber 
nach  Formel  32: 


P—s 


W  = 


Ix"  (1  —  xfdx 


P-z 


j. 

fx""  {l-xfd 


(1) 


Wir  haben  diesen  Ausdruck  nur  zur 
praktischen  Rechnung  vorzubereiten. 


232  I^ie  wahrscheinlichste  Hypothese. 


Wir  setzen  p-\-q  =  1 ,  also 

p  =  — ,  q  =  —  ,  s  =  m-f  n        (2) 

SS 

und  führen  eine  neue  Integrationsvariable 
im  Zähler  ein,  indem  wir 

X  =  p  +  z 

1  —  X  =  q  —  z 

dx  =  dz 

setzen,  werden  die  Grenzen  p  —  2  und 
j)  +  £  übergehen  in  —  s  und  -\-  s  für  z^ 
so  dass 

fx""  (1  -  xTdx  =J(p  +  zT   {q-zfdz..  (3) 

jp-t  -s 

wird. 

Wir  entwickeln  den  Logarithmus  des 
Argumentes  des  Integrals  in  eine  Potenz- 
reihe von  0,  indem  wir 

log[{p  +  zT(q  +  zy]  =  a+bz+cz'+dz^+  .  .  . 

setzen,  so  dass 

m  log  iq  +  z)-{-n  log  fe— 2;)  =  a -^-h  z  +  c  z^  +dz^  +  .  .  . 

wird.  Durch  aufeinanderfolgende  Diffe- 
rentiationen ergibt  sich  nun: 

m  n  7    ,  .^       .079. 


+ 


p  +  z 

2- 

•z 

p  ^  i^  x;- — p  tj  w/ «- 

~r  '  • 

m 

n 

^c  +  Mz+  . 

{p+^r 

Ö- 

-zf- 

2m 

In 

6fZ+  .  .  . 

(p  +  ^f 

Setzt    man 
Gleichungen  z 

der  Reihe    nach    in 
=  0,  so  erhält  man : 

den 

m 

logi? 

+  n  log 

q  =.  a 

m 
P 

n 

=  h 

m 

n 

=  ^c      ■ 

2»» 

2» 

=  6d 

Da  5j9  —  w,  sg'  =  w  ist,  folgt  aus  den 
Relationen : 
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h  =  0 
__  _1  _s^ 

"^  ~       2'pq 

3      p^  g^ 

und  da  man  höhere  als  2*®  Potenzen 
von  z  vernachlässigen  kann,  da  z  nur 
sehr  kleine  Werte  annehmen  soll,  so  kann 

iog[(i)+^)"^ö-^r]=iog^-^«-^^^ 

gesetzt  werden,  also 

dann  wird 
fiP  +  ^T  {q-zrclz=.  f  q'^fe  "^^'Uz 
und  wenn  noch 


^pq 


also 


Az  =  ät  \/'^l± 
s 

gesetzt  wird,  so  folgt 


wobei 


(4) 


^pq 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (3)  über 
geht  dann  (1)  in 


'  T 

Nun   ist    nach    Formel  h,    Avenn    die 
Gleichungen  (2)  berücksichtigt  werden: 
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T  m+i/.,     «+1/2      \/      2    7Ü 


so  dass 


4-T 

1 

TT: 


T 

wird,  oder  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

+  X  0  T 


—  T 
t 


=   f  e~'"dt+f  e~'^'  dt 


ist: 

W 


V 


=  ie-'d 

TT     J 


Ist  also  bei  s  =  m  +  n  Versuchen  das 

Ereignis  w-mal  eingetreten,    so   ist   der 

wahrscheinhchste  Wert  der  unbekannten 

Erkl.  62.    Das   durch  die  Formel  44  aus-   Wahrscheinlichkeit    des    Ereignisses    der 

gedrückte    Theorem,   wird    auch   das  Theorem    Wert 

von  Bayes  genannt.  Vergleiche  die  Erklärung  53.  m 

V  =  — i — 

^         m-\-n 

und  die  Wahrscheinlichkeit  TT  dafür,  dass 
der  Wert  w  der  wirklichen  Wahrschein- 
lichkeit zwischen 

2:>  +  s  und  p  —  £ 

liegt,  ist  gegeben  durch  die  Formel 

Formel  44 :  W  =  t^=--=  fe'"  dt 


V 


TT    / 


V.=f===..sV 


^p{l—p)~~  ^m   (s  —  m) 

Anmerkung  47.  Die  Formeln  44  zeigen,  dass  für  jedes  m  und  s  sich  ein  be- 
stimmtes £  ergibt,  für  das   W  einen  bestimmten  Wert  annimmt. 

Denn  durch  TV  ist  t  bestimmt  nach  Tabelle  II,  also  auch  £,  sobald  s  und  m  gegeben 
sind.    Hält  man   W  fest  z.  B.  sehr  nahe  der  Einheit,    so   dass   etwa  t  =  4  ist,   so  wird. 
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5 


da  m   und  s  —  m   mit  s  gleichzeitig-  wächst,   doch   der  Quotient  -—  und endlich 

m  s  —  m 

bleiben  und  es  wird  daher 


V 


s  r  s 


mit  wachsendem  s  ins  Unendliche  abnehmen,  d.  h.  je  grösser  die  Anzahl  der  Versuche 
wird,  desto  mehr  wird  sich  p  dem  wahren  Werte  m  nähern  mit  einer  Wahrscheinlichkeit, 
die  von  1  beliebig  wenig  verschieden  ist. 


Frage  57.  Was  versteht  man  unter 
dem  wahrscheinlichen  Fehler  der  wahr- 
scheinlichsten Hypothese?  Antwort.  Unter  dem  wahrscheinlichen 

Fehler  der  wahrscheinlichsten  Hypothese 
versteht  man  diejenige  Abweichung  s  vom 
wahren  Werte  w  der  Wahrscheinlichkeit, 
für   welche    sich   die   Wahrscheinlichkeit 

W=  ^  ergibt.     Da  aus 


2 


2   -  VW  ^     ^^ 


z  =  0,476936 

folgt,   so   ergibt  sich,  wenn  man  mit  p 
den  Avahrscheinlichen  Fehler  bezeichnet: 


Formel  45:  p  =  0,477936  \/^i^-il— i^ 

s 

wobei 

m 

^  s 

ist. 

Die  Formel  45  hat  folgenden  Sinn: 

Ist  das  Ereignis  E  bei  s  Versuchen 
wmal  eingetreten,  so  kann  man  1  gegen  1 
wetten,  dass  der  wahre  Wert  w  der 
Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  E 
zwischen 

^  +  p  und  p  —  p 

liegt,  wenn 

m 

gesetzt  wird.    Denn  die  Wahrscheinlich- 
keit dafür,  dass  w  zwischen 

^  +  p  und  p  —  p 


liegt,  ist  gleich  ^ 
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Frage  58.  Ein  Ereignis  ist  bei  (m-\-n) 
Versuchen  w-mal  eingetreten,  welches  ist 

die  wahrscheinlichste  Anzahl,  wie  oftmal  Antwort.  Nach  Frage  51  und  Formel  40 
dasselbe  Ereignis  bei  a  weiteren  Ver-  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das 
suchen  eintreten  wird?  Ereignis,   nachdem  es  bei  (m  +  n)  Ver- 

suchen w-mal   eintrat,    bei  a  folgenden 
Versuchen  ^mal  eintritt: 


'. = (?)■ 


Jn. 


Nach  dem 

zu  Frage  53 

Bewiesenen  ist 

lange 

a  m- 

—  n      .  i  (m 

+  n) 

Erkl.    63.     [x]  soll  bedeuten,    die  grösste 


ist.     Es  wird  sich  also  der  grösste  Wert 
von  w^  ergeben  für 


ganze  in  x  enthaltene  Zahl.  ,         f  m  n     "] 

t  =  \  a , 1 — 

oder  da  i  eine  ganze  Zahl  sein  soll,  kann 

man  auch,  da  — j—  ein  kleiner  Bruch  ist, 

m-f-n 

Erkl.     64.      Es  wird    f«  -^"1       von  r  m      ~] 

]Lm-i-??J  i    z=    \    a  r 

höchstens  um  eine  Einheit  '"      m-hnJ 

verschieden  sein.  annehmen     für     denjenigen    Wert,     für 

welchen  w.  den  grossteh  Wert  annimmt, 
d.  h.  es  ist  am  wahrscheinlichsten,  dass 
bei  a  nachfolgenden  Versuchen  das  Ereig- 

nis  a  — , — mal  eintritt  und  a  — . — mal 

7n-\-n  m-f-n 

nicht  eintritt. 

Die  Wahrscheinlichkeit  für  dieses  Ein- 
treten selbst  ergibt  sich,  wenn  man  in  w 
diesen  Wert  für  i  einsetzt. 


Frage  59.  Ein  Ereignis  ist  bei  einer 
grossen  Anzahl  von  s  ^=  m~\-n  Versuchen 
m-mal   eingetreten ,    wie    lässt    sich   die 

Wahrscheinlichkeit,  dass  es  bei  a  folgen-  Antwort.  Wir  verfahren  hier  genau 
den  Versuchen  t-mal  eintreten  wird,  dar-  so,  wie  wir  es  bei  Frage  16  gethan  haben, 
stellen,   wenn   auch  a   eine   sehr   grosse       Der  Kürze  halber  setzen  wir 


Zahl  ist,  i  nicht  viel  von  der  Zahl 


m 

a  — , — 


m  n 

^        m-^n  m-\-n 


,  .   ,       .  .        ,    a      .  .y.    „   dann  wird  die  Curve  (Figur  25),  welche 

verschieden  ist  und  -^  einen  endlichen  ^^  Endpunkte  der  Ordinaten 
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Wert  besitzt,   wenn   auch  a  und  s  sehr 


gross  sind? 


Vi 


0)  -■- 


-\-i,  n+« — ' 


Figur  25. 


verbindet,  deren  Abscissen  i  sind,  für  die 
Abscisse  ON=p.a  den  höchsten  Punkt  M 
aufweisen. 

Ist  OA  =  i,   OA'  =^  i  +  1,   so   ist 
AB  =  y.  und  ^'5'  — ^._j_^  und   es   ist 


y 


und 


t-j-l  _  V'  +  1    J'^m+i+hn+a-i—l 
Vi  (^\  Jm-^i^n+a-i 

a — i         m-\-i-\-\ 

«  +  1     '     n-{-a  —  i 

Wir  wollen  nun  die  Ab- 
scissen statt  von  0  aus  zu 
zählen,  von  N  aus  zählen,  in- 
dem wir 

NA  =  V      NA'  =  v  +  1 

setzen,  bezeichnen   wir   auch 
die  Ordinaten 

y.=z  AB  mit  y^ 
A'B' 


Dann  ist,  da  ON  =  p.  a  war: 
OA  =  i  =  ap  +  v 


2/v4-i 


daher 

a- 

und  mithin  wird 

{aq  —  v)  (w  + 1  +  V  +  a])) 

also 


:=  ag'  —  V 


v;^       "^  ~  (ö^iJ-fv+T)  (^  ^  +  ^  —  v) 


v^  -i-  ^ 


«2^^+^  [(^— _p)     V+^  +  ??/2]  +  (/^  — V)    (v+1) 

n 


hH~y^ 
2/v 


v  + 


<^  I      ^     r/  N         I  ,  1    I     (^  — V)(v4-  1) 


..(1) 


Wir  wollen  nun  einen  Grenzübergang 
in  der  Gleichung  (1)  ausführen.  Wir  haben 
die  Gurve  C  über  dem  Stücke  0  T  =  L 
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Ay 

y  ^ 

s  -  -  's 


der  ic-Achse  betrachtet,  ihre  Ordinaten, 
im  Abstände  1  von  einander,  waren 
die  y,^,  so  dass  «/v  +  i  und  y^  aufeinander- 
folgende Ordinaten  waren.  Hiebei  waren 
auf  der  Strecke  von  0  bis  T  im  ganzen 
a+1  Ordinaten.  Der  Abstand  zweier  be- 
nachbarter Ordinaten  bei  sehr  grossen  a 
wird  offenbar  ein  sehr  kleiner  sein,  wir 
wollen  ihn  mit  A  x  bezeichnen ,  so  dass 
A  X  nun  unsere  Einheit  auf  der  :r- Achse 
ist,  und  a l\x  =  L  wird. 

Dem  Punkte  A,  dessen  Abstand  von  N 
eben  v  Einheiten  war,  geben  wir  die 
Abscisse  x^  so  dass 

y  ^X  =^  X 

gesetzt  wird. 

Bezeichnen  wir  noch  ^/v  + 1  —  ^v  ^^it  A  y 
und  lassen  auch  bei  y^  den  Index  weg, 
indem  es  das  y  ist,  welches  dem  x  ent- 
spricht, so  übergeht  die  Gleichung  (1), 
wenn  Zähler  und  Nenner  mit  /\x  multi- 
pliciert  wird  in 


V  /\x  A /\x 

s 


pqa/\x+''   [{g-p)y/Sxi-(q+pn)l\x]  +  ^- lÜ^l)  A 


1    A,y 


X  -\ A^ 

^ 

-^p  q  a  ^x-^~[(q-p)x-\-(q+p  n)  Aä.']+^'^  "^-^^^^  A  x 

und  daher  ist: 

x^ A  X 

s 

Wir  gehen  nun  zur  Grenze  über,  in- 
dem wir  einerseits  l\x  gegen  Null  ab- 
nehmen lassen  und  gleichzeitig  uns  die 
Gurve  über  der  ganzen  x-Achse  erstreckt 
denken,  so  dass  0  und  T  ins  Unendliche 
rücken. 

Im  Zähler  wird 

lim  — ISx  =   0 
ebenso  ist  im  x\enner 
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lim  — [(^ — ];))x-\-{p-{-^n)/\x]/\x^=o, 

^X  =  0    ^ 


während 

ist,  da  V.  Aa;  =  ä;  ist. 

Da  ferner  aAa?  =  L  ist,  und  bei  dem 
zweiten  Grenzübergange  L  unendlich  gross 
wird,  so  wird  L/^x  =  a/\x^  eine  end- 
liche Grösse  sein. 

Der  Voraussetzung  nach  ist  auch  — 

s 

endlich,   während   s  und  a  sehr  grosse 

Zahlen    sind.     Infolge    dessen    wird    im 

Nenner  der  Wert gegenüber   dem 

s 

endlichen  Werte 

verschwindend  klein  sein,  so  dass  man 
denselben  vernachlässigen  kann,  und  er- 
hält daher,  da 

d 


ist: 


oder 


also 

(2) 

wobei   Y  eine  Integrationskonstante  und 

k'  =  -~==^  •  •  •    (3) 

^fqa^l^x^ 

ist. 

Soll  die  Gleichung  (2)  die  Werte  der  y. 
geben,  so  muss  Y  gleich  der  Maximal- 
ordinate JVi¥  gemacht  werden  und  es 
ist  danny  die  Ordinate,  welche  im  Abstände 

V  —  -: —  von  A^  errichtet  wurde.    Hiebei 

/\x 
darf  V   nicht  zu   gross  sein,    weil  sonst 
Übereinstimmung  nicht  mehr  stattfindet. 
(Vgl.  x\nmerkung  24  Seite  100). 


lim   /^ 

x 

dx 

1     dy 
y     dx 

=z  — 

■2Päc 

y 

-^}^xdx 

ly  ^- 

-P  X 

^  +  /F 

y  = 

Y  f 

-i-a  a;2 
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Frage  60»  Ein  Ereignis  ist  bei  s  =  m-\-n 
Versuchen  m-mal   eingetreten.     Wie  be- 

rechnet  man  die   Wahrscheinlichkeit  W      Antwort.   Nach  vorhergehender  Frage 
dafür,  dass  es  bei^  a  weiteren  Versuchen  ^^^^  ^ie  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 

wenigstens  (a-^-r) -mal  und  hoch-  ^^^  ^^3;    j^  (« -^^  +  v) -mal  eintritt 

'  V    m-\-n        / 

stens  ia  — ^-  +rVnial  eintritt?  dargestellt  werden  durch 

^    ^  +  ^^        ^  ^  -.^.« 

tj  =   Y  e 

wobei 

V  . l\x  =^  X 


^p  qa^  /\x^ 
ist,  und  Y  eine  Konstante  bedeutet. 
Setzt  man  also . 

r  .  /Sx  =  £ 
so  ist  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit 


W: 


Yy 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  etwas  prak- 
tischer durch  folgende  Bemerkung  um- 
formen : 

Da  bei  den  folgenden  a  Versuchen  das 
Ereignis  entweder  0,  1  ....  ö^mal  ein- 
treten muss,  so  muss  die  Summe  aller 
dieser  Wahrscheinlichkeiten  =  1  sein,  d.  h. 
bildet  man   die  Summe  der  Terme  von 

r  =  —  ap  bis  r  =^  aq 

also  für  X,  da  alSx  unendlich  gross  ist: 

von  —  ap/\x  =  —  ?-2 

bis         aqlSx  —  -\- ^ 
so  ist   ' 

2^  =  1- 

Mithin  ist  auch 


s 


y 

oder,    wenn   man    mit  dx  Zähler   und 
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Nenner  multipliziert  und  dann  die  Summen 
durch   die  bestimmten  Integrale  ersetzt: 

f  y dx 


/  ydx 

—  CO 

Wenn  man  für   y  den  oben  in  Gleich- 
ung (2)  gefundenen  Wert  einsetzt  so  wird : 

Je        dx 

w  =  -' 


f  e  ^  ^^dx 

'—CO 

Da  nun  nach  Anhang  I 


/ 


—k^x^  7  V    TT 

dx  = 


h 
ist,  so  folgt: 


Da  ferner 

+£ 


—  Je        dx-{-  J  e         dx 


£ 

—Tc'^xK 


=  2  /  e-^-^*;c^a; 
ist^  so  wird 


Wir  setzen  nun 

hx  =z  t 

kdx  =  dt 

so  dass  die  Grenzen  für  t  sich  ergeben  0 
und  SÄ;  =  Y,  wodurch  sich  dann 


2 
W  = 


T 
Y=/e-''dt 

0 
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Ax.a  \/  %p  q 


ergibt,  und 

folgt.     Da 

r  /\x  =  £ 

gesetzt  wurde,  ergibt  sich 
r  \/  s 


v 


a  V^  p  q 

und  wir  haben  daher: 

Ist  ein  Ereignis  bei  s  =  m  -\-  ri 
Versuchen  m-m  al  eingetreten, soist 
die  Wahrscheinlichkeit  W  dafür, 
dass  es  bei  «^  folgenden  Versuchen 

wenigstens   ia  — ^ r] mal  und 

\    m-\-n        / 

höchstens  (a  — , (-rlmal  eintritt  ge- 

\    m-{-n       / 

geben  durch  die 


Formel  46:  W 


-  ^  f 


■■'dt 


-V- 


r .  s 


VT 


m  n  a 


Anmerkung  48.   Die  Formel  46  ist  identisch  mit  der  Formel  44,  wenn  man  r  ^  a^ 
und  p  =  —  setzt. 


Gelöste    Aufgaben, 

anschliessend  an  die  Abschnitte  A,  B,  und  C. 


Aufgabe  264.  Vom  Jahre  1817  bis  1826 
wurden  in  Frankreich  9656135  Kinder  ge- 
boren, unter  denen  4981566  Knaben  waren. 
Welches  ist  der  wahrscheinlichste  Wert  der 
Wahrscheinlichkeit  einer  Knabengeburt? 


Nebenrechnung: 

log  4981566  =  6,6973659  \  _ 
log  9656135  =  6,9848034  i 
log  p  =  0,7125625—1 


Auflösung.  Nach  Frage  55  ist  der  wahr- 
scheinlichste Wert  p  einer  Hypothese  x,  wenn 
das  Ereignis  bei  (m  +  n)  Versuchen  m-mal 
eingetreten  ist 

m 


P  = 

m+  n  ' 

also 

ergibt 

sich,  da 

m  +n  : 

=  9656135 

m  ■■ 

=  4981566 

ist, 

P  = 

4981566 
9656135 

= 

0,5158965 

nach  nebenstehender  Eechnung. 
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einlichkeit  einer 

q  =  0,4841035, 


Die  Wahrsclieinlichkeit  einer  Mädchengeburt 
ist  also 


so  dass 

p-q  =  51  :  48  =  17  :  16 

folgen  würde. 


Aufgabe  265.  Wie  gross  ist  die  AVahr- 
scheinlichkeit ,  dass  der  wahre  Wert  a>  für 
die    Wahrscheinlichkeit    einer   Knabengeburt 

nach  obiger  Aufgabe  zwischen  0,5159  -f  0,0005       Auflösung.  Nach  Formel  44  ist  die  Wahr- 
liegt ?  ~  scheinlichkeit 


iF  =  -A_    ;....,. 


0 

dafür,  dass  w   zwischen  i?  +  e  liegt,  wenn 


\pq 

ist. 


Da  nun 


£  =  0,0005 

p  =  0,5159            q  =  0,4841 

s  =  9656135 

ist,  so 

hat  man 

folgende  Eechnung: 

log  2 
logi> 
log  q 

=  0,3010300       ) 
=  0,7125655—1  i  + 
=  0,6849351—1  j 

log  s 

0,6985306—1  ( 
=  6,9848094        j  "~ 
7,2862728 

^  V     2pq 

log    £ 

=  3,6431364        J 

=  0,6989700—4  j  "^ 

log  t 

=  0,3421064 

T 

=  2,198 

Nach 

Tabelle  II  ergibt  sich 

W  =  e  (2,20)  =  0,9981371 

Aufgabe  266.  Unter  8  363  269  Geburten 
wurden  4311076  Knabengeburten  beobachtet, 
welches  ist  der  wahrscheinlichste  Wert  für  die 

Wahrscheinlichkeit  einer  Knabengeburt   und       Auflösung.   Nach  Frage  55  ist  der  Wert 
welches  ist    der   wahrscheinliche    Fehler   der  ^^^^'  wahrscheinlichsten  Hypothese: 
wahrscheinlichsten  Hypothese?  4311076 

^^  ~  8363269^ 
oder  berechnet  mit  Logarithmen 


244 


Gelöste  Aufgaben. 


log  4311076  =  6,6345857  ) 
log  8363269  =  6,9223761  ) 


log  p  —  0,7122096-1 

p  =  0,515478 
q  =  0,484522 

Für  den  wahrscheinlichen  Fehler  liefert  dann 
Formel  45: 


p  ==  0,476936 


V 


2vq 


Es  ist: 


log\/ 


log  p  =  0,7122096—1  ) 
log  q  =  0,6853135—1      + 
log  2  =  0,3010300        j 

0,6985531—1  \  _ 
log  s  =  6,9223761 ] 

0,7761770—8 


s 


=  0,3880885-4 

log  0.476936  =  0,6784601-1  j  "^ 
log  p  =  0,0665486—4 
p  =  0,0001165 

Man  kann  daher  1  gegen  1  wetten,*  dass 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Knabengeburt  bei 
den  beobachteten  8363269  Geburten  zwischen 

0,515478  +  0,000116  =  0,515594 
und 

0,515478-0,000116  =  0,515162 
gelegen  ist. 


Aufgabe  267.  Eine  Münze  wurde  1000-mal 
in  die  Höhe  geworfen,  wobei  592-mal  Wappen 
und  408-mal  Schrift  auffiel.  AVelches  ist  der 
wahrscheinlichste  Wert  für  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  Wappen  auffällt  und  welches 
ist  der  wahrscheinliche  Fehler  dieser  Hypo- 
these? 


Auflösung.  Nach  Frage  55  ergibt  sich 
der  wahrscheinlichste  Wert  der  Wahrschein- 
lichkeit für  das  Auffallen  von  Wappen: 

und  der  wahrscheinliche  Fehler  dieser  Hypo- 
these folgt  nach  Formel  45: 


wobei 


p=  0,476936  \/2:^Jl=^ 

p  =  0,592  1  —p  =  0,408 

s  =  1000 


ist. 


Also  ergibt  sich  p  durch  folgende  Rechnung: 

log      2        =-  0,3010300 
log      p        =  0,7723217—1 
log  (l—p)  =  0,6106602-1 

0,6840119-1 
log       s        =3, 

0,6840119—4 
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log   \/ 


2p(l-F)    _ 


t=  0,3420059—2) 

^  + 

log  0,47  .  .  =^784601-1) 

log       p       =  0,0204660—2 

p       =  0,010482 

Man  kann  daher  1  gegen  1  wetten,  dass 
der  wahre  Wert  der  gesuchten  AVahrschein- 
lichkeit  zwischen 


und 
liegt. 


0,592  +  0,0105  =  0,6025 


0,592-0,0105  =  0,5815 


Aufgabe  268.  Von  15  356  Häusern,  welche 
bei  einer  Gesellschaft  gegen  Feuer  versichert 
waren  und  gleichartig  beschaffen  sind,  brannten 

in  einem  Jahre  28  ab,  welches  ist  der  wahr-       Auflüsung.     Die   W  ahrschemhchkeit   für 
scheinlichste  Wert  der  Wahrscheinlichkeit  für   ^^^  Abbrennen  ergibt  sich 
das  Abbrennen   eines   solchen  Hauses  inner-  28 

halb  eines  Jahres,  und  welches  ist  der  wahr-  -^  '^  T5356 

scheinliche  Fehler  dieser  Wahrscheinlichkeit  ? 


also  da 


folgt 


log        28  =  1,4471580)    , 

log  15356  =  4,1862781  j  + 

log  p  =  0,2608799-3 

p  =  0,0018233 


Der  wahrscheinliche  Fehler  in  dieser  Hypo- 
these ist: 

p  =  0,476936  \/^Pi^-rl 

wobei 

p  =  0,0018233 

l~p  ='0,9981767 

s  =  15356 

ist,  also  ergibt  sich  folgende  Rechnung: 

log       2       =  0,3010300 
log       p       =  0,2608799—3 
log  (l—p)  =  0,9992074-1 

0,5611173—3)  _ 

log       s       =  4,1862781       j 
="0,3748392-7 

log    y/?_^Jli:Ö   =.  0,6874196-41 

log  0,47  .  .  =  0,6784601- H 
log       p       =  0,3658797-4 

p       =  0,0002322 

Daher  kann  man  1  gegen  1  wetten,  dass 
der  wahre  Wert  der  Wahrscheinlichkeit  für 
das  Abbrennen  zwischen 
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0,0018233  +  0,0002322  =  0,0020555 
und 

0,0018233—0,0002322  =  0,0015911 
liegt. 

Nimmt  also  die  Yersichermigsgesellschaft 
als  Wahrscheinlichkeit  für  das  Abbrennen 
eines  Hauses  0,002  an  zur  Grundlage  ihrer 
Rechnung,  so  ist  sie  sicherlich  im  Vorteil. 


Aufgabe  269.   Während  der  10  Jahre  vom 
Anfang  1817  bis  Ende  1826  sind   in  Frank- 
reich   9  656135    Kinder    geboren,    darunter  .    ^,„              >-    i     »   r    ^      ««^    •  -    j 
4981 566  Knaben,  welches  ist  die  Wahrschein-  Auflösung.    [Nach  Aufgabe  264   ist   der 
lichkeit  dafür,  dass  der  wahre  Wert  der  Wahr-  wahrscheinlichste   ^ert   der  TVahrschemlich- 
scheinlichkeit    einer   Knabengeburt    zwischen  ^^^^  einer  Knabengeburt 
0,515897  +  0,000672  liegt?  ^  _  0,515897 

also  liefert  Formel  44  für  die  W^ahrschein- 
lichkeit  W,  dass  der  wahre  Wert  der  Wahr- 
scheinlichkeit zwischen 


p  + 0,006662 

und 

p  — 0,000672 

liegt 

W  = 

T 

wobei 


=  ^V 


£  =  0,000672 
s  =  9656135 
p  =  0,515897 
1  —p  =  0,484103 

ist.     Es  ergibt  sich  also 

log  s  =  6,9848034 

log  2  =  0,3010300 
log  p  =  0,7125625—1 
log  (1— p)  =  0,6849378—1 
0,6985303—1 


''^  Wihp)  =  '^''''''' 


'^^V2pi^,)-'^''''''      U 
log  £  =  0,8273693-4( 
log  X        0,4705058 

also 

T  =  2,954 
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Die  Tabelle  II  liefert  nun 

e  (2,95)  =  0,9999698 ; 
mithin  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 
W  =  0,9999698 


Aufgabe  270.  Nach  Aufgabe  269  wurden 
bei  9  656135  Geburten  4  981566  Knaben  ge- 
boren. Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  bei  8  962  765  Geburten  nicht  mehr 
als  4629871  und  nicht  weniger  als  4617825 
Knaben  geboren  werden? 


Auflösung.    Man  hat  die  Formel  46   zu 
benützen 

2  J 


dt 


Kebenrechnung: 

log  a  ==    6,9524410  {   , 
log  m=    6,6973659  j  '^ 

13,6498069  ) 
log  s  =    6,9848034 1  " 


am 


6,6650035 
=    4623848 


.»Vf- 


r  s 


wobei 


und 


V2 


s  =  9656135 
m  =  4981566 
71  =  4674569 
a  =  8962765 


4629871 


a  m 


also  nach  nebenstehender  Rechnung: 
4629871  ) 


a  m 


=  4623848 


r  —        6023 

Daher  ergibt  sich  folgende  Rechnung; 

log  i^'  =   10,4772051  \    , 
log  r     =    3,7798129]  "^ 
14,2570180 

log  «2  ~  13,9048820 
log  m  =  6,6973659 
log  n  ==  6,6697416 
log  2  =  0,3010300 
27,5730195 

I  log  2  «2  ^  71  =  13,7865097 

log  vi^-'  =  14,2570180] 
I  log  2  a'mnz^  13,7865097    — 


also  da 
ist,  folfft 


log  Y  =    0,4705083 

T  =  2,954 
0  (2,95)  =  0,999969 
W  =z  0,9999698. 
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Aufgabe  271.  Eine  Münze  wurde  1000-mal 
in  die  Höhe  geworfen,  wobei  592-mal  AVappen 
und  408-mal  Schrift  auffiel.   Nun  Avollen  zwei 

Personen  Ä  und  B  eins  gegen   eins  wetten,       Auflösung.     Die   Formel   46   liefert   die 
dass   bei   200  folgenden  Würfen   wenigstens   Wahrscheinlichkeit  dafür,   dass  ein  Ereignis 

(117  __  r)-mal   und   höchstens  (117  +  r)-mal  wenigstens  (a  -^ r)-mal  und  höchstens 

Wappen   auffallt.     A\ie   gross    muss    r   an-  \     w  +  n        / 

genommen    werden?     (Vergleiche    die    Auf-   (a -^  4- r) -mal  eintritt  in  der  Form 

gäbe  244.)  ^     ^^  +  ^        ^ 

T 


^=V^y   e-^'dt 


r  s 


T=    V- 

a    \/2  mna 

und 

da 

IF 

1 

—  2 

sein 

soll, 

so  liefert  die  Tabelle  II 

also 

r  =  0,476931 

0,47936 

^«^/2mn 

^s    V          s 

und 

da 

a  =  200 

s  =  1000 

m  =  592 

n=    408 

ist, 

ergibt  sich: 

log  2 

log  VI 

log  Jl 

=   0,3010300 
=   2,7723217 
=  2,6106602 

log  s 

5,6840119) 

=  3,       r 

2,6840119 

log  V^^ 

=   1,3420059 

log  a   == 

log  s    = 

2,3010300 ) 

3,              i~ 

0,3010300-1 
log  0,47  ..=  0,6806618-1 
0,9816918—1 

log  r  ==  0,3236977 

mithin 

,.  ==  2,172. 

Wettet  mithin  Ä,  dass  bei  200  folgenden 
W^ürfen  wenigstens  115-mal  und  höchstens 
119-mal  Wappen  erscheint,  so  ist  er  etwas 
im  Nachteil  gegenüber  B,  wenn  die  Wette  1 
gegen  1  geschieht. 


Ungelöste  Aufgaben. 
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Aufgabe  272.  Vom  Jahre  1866  bis  Ende 
1877  wurden  in  Österreich  8363  269  lebende 
Kinder  geboren.  Von  diesen  waren  4311076 
Knaben  und  4052193  Mädchen.  Welches  ist 
der  wahrscheinlichste  Wert  einer  Knaben- 
geburt während  dieses  10jährigen  Zeitraumes? 


Andeutung.    Vergleiche  die  Aufgabe  264. 


Aufgabe  273.  Welches  ist  der  wahrschein- 
liche Fehler  der  wahrscheinlichsten  Hypothese 
in  der  obigen  Aufgabe. 


Aufgabe  274.  Zwei  Spieler  spielen  Wappen 
und  Schrift.  Nachdem  sie  die  Münze  1568-mal 
geworfen  haben  finden  sie,  dass  834-mal 
Wappen  und  734-mal  Schrift  aufgefallen  ist. 
In  welchem  Verhältnisse  müssen  die  Einsätze 
der  beiden  Spieler  stehen,  wenn  sie  ein  billiges 
Spiel  spielen  wollen,  und  der  eine  auf  das 
Auffallen  von  Wappen,  der  andere  auf  das 
Auffallen  von  Schrift  wettet? 


Andeutung.  Man  berechne  nach  Aufgabe  267 
die  Wahrscheinlichkeiten,  worauf  Formel  16  an- 
zuwenden ist. 


Aufgabe  275.  Eine  Versicherungsgesell- 
schaft gegen  Havarie  hatte  5862  Schiffe  ver- 
sichert und  es  strandeten  in  einem  Jahre  76 
derselben.  Welches  ist  der  wahrscheinlichste 
Wert  der  Wahrscheinlichkeit  für  das  Stranden 
eines  Schiffes  innerhalb  eines  Jahres,  und 
welches  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  dieser 
Wahrscheinlichkeit? 


Andeutung. 

Aufgabe  2G8. 


Die  Lösung  ist  analog  der  der 


Aufgabe  276.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  der  wahre  Wert  der 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Stranden  eines 
Schiffes  während  eines  Jahres  nach  Aufgabe  275 
zwischen  0,01296  +  0,00184  liegt? 


Andeutung.   Man  hat  Formel  44  zu  benutzen. 


Aufgabe  277.  Bei  8  363  269  Geburten 
wurden  4  311076  Knaben  geboren,  welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei 
9  855950  Geburten  höchstens  5  092  376  und 
wenigstens  5068658  Knaben  geboren  werden 9 


Andeutung.    Nach  Aufgabe  270  zu  lösen. 


Aufgabe  278.  Ä  und  B  haben  eine  Münze 
2000-mal  in  die  Höhe  geworfen,  wobei  1142-mal 
Schrift  und  858-mal  Wappen  auffiel.  Wie 
müssen  sich  die  Einsätze  beider  verhalten, 
wenn  sie  nun  wetten,  dass  bei  den  100  folgenden 
AVürfen  und  2  mehr  oder  weniger  oft  als  die 
wahrscheinlichste  Anzahl  von  malen  Schrift 
auffällt? 
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Ungelöste  Aufgaben. 


Aufgabe  279.  Wie  gross  ist  das  r,  um 
welches  die  Anzahl  vom  Malen  des  Auffallen 
von  Schrift  von  der  Maximalzahl  verschieden 
sein  muss,  damit  A  und  B  (Aufgabe  278) 
eins   gegen  eins  wetten  können? 


Andeutung.    Vgl.  Aufgabe  271. 


Aufgaben  über  Zeugenaussagen. 

(Anwendung  findet  hauptsächlich  der  Satz  von  Bayes  Frage  41). 


Aufgabe  280.  In  einer  Urne  sind  n  Num- 
mern 1,  2  .  .  ♦  bis  n.  Es  wird  eine  Nummer 
gezogen  und  ein  Zeuge  sagt  aus,  dass  die 
Nummer  i  gezogen  wurde.  Welche  Wahr- 
scheinlichkeit besitzt  diese  Aussage? 


Auflösung.  Es  können  folgende  vier  Fälle 
eintreten,   die  unterschieden  werden  müssen: 

1)  Der  Zeuge  betrügt  nicht  und  irrt 
nicht. 

2)  Der  Zeuge  betrügt  nicht,  irrt  aber. 

3)  Der  Zeuge  betrügt  und  irrt  nicht. 

4)  Der  Zeuge  betrügt  und  irrt. 

Es  sei  nun  p  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  der  Zeuge  nicht  betrügt,  also 
1  —  p  =  p'  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
er  betrügt.  Ferner  sei  r  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  er  nicht  irrt,  also 
1  —  r  =  r'  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
er  irrt. 

Wir  berechnen  nun  die  Wahrscheinlich- 
keiten für  die  obigen  vier  Fälle,  die  eintreten 
können,  dann  liefert  der  Satz  von  Bayes 
(Formel  30)  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit. 

1)  Die  Wahrscheinlichkeit  unter  Annahme 
des  ersten  Falles  setzt  sich  zusammen  aus 
den  Wahrscheinlichkeiten  der  folgenden  drei 
Ereignisse: 

a)  Dass  der  Zeuge  nicht  betrügt,  wofür  die 
Wahrscheinlichkeit  p  angenommen  wurde. 

b)  Dass  der  Zeuge  nicht  irrt,  wofür  die 
Wahrscheinlichkeit  r  angenommen  wurde  und 

c)  dass  die  Nummer  i  wirklich  gezogen 
worden  ist,  wofür  sich  die  Wahrscheinlich- 
keit —  ergibt,  da  w  Nummern  in  der  Urne  sind. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Zeuge  in 
diesem  Falle  die  Nummer  i  ansagt,  ist  also 
nach  Formel  4: 


P 


1 
r . 

71 


2)  Die  Wahrscheinlichkeit  unter  Annahme 
des  zweiten  Falles  setzt  sich  zusammen  aus 
den  Wahrscheinlichkeiten  folgender  vier  Er- 
eignisse: 
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a)  Dass  der  Zeuge  nicht  betrügt,  die  Wahr- 
scheinlichkeit hiefür  ist  gleich  p. 

b)  Dass  der  Zeuge  irrt,  hiefür  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit gleich  r'  =  1  —  r. 

c)  Dass  irgend  eine  der  n  —  1  Nummern 
ausser  i  gezogen  wurde,  wofür  sich  die  Wahr- 
scheinlichkeit gleich 

72—1 


71 

ergibt. 

d)  Dass  der  Zeuge,  indem  er  irrt,  die  ge- 
zogene Nummer  für  die  Nummer  i  hält,  wo- 
für sich  die  Wahrscheinlichkeit 

1 

---^ 

ergibt ,  indem  er  unter  n—1  in  der  Urne 
verbliebenen  Nummern  gerade  die  Nummer  i 
für  seine  Aussage  wählt. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Zeuge  in 
diesem  Falle  die  Nummer  i  ansagt,  ist  also 

,    n  —  1         1 
'  n         n  —  1 

oder 

,   1 

''        n 

3)  Die  Wahrscheinlichkeit  unter  Annahme 
des  dritten  Falles  setzt  sich  zusammen  aus 
den  Wahrscheinlichkeiten  folgender  vier  Er- 
eignisse : 

a)  Dass  der  Zeuge  betrügt,  wofür  die  Wahr- 
scheinlichkeit p'  =  1  — p  ist. 

b)  Dass  der  Zeuge  nicht  irrt,  wofür  die 
Wahrscheinlichkeit  r  ist. 

c)  Dass  irgend  eine  der  n  —  1  übrigen 
Nummern  ausser  i  gezogen  wurde,  wofür  sich 
die  Wahrscheinlichkeit 

n  —  1 


n 
ergibt  und 

d)  dass  der  Zeuge  zwar  erkennt  die  Num- 
mer, welche  gezogen  wurde,  dass  er  aber, 
indem  er  betrügt  gerade  die  Nummer  %  unter 
den  n  —  1  in  der  Urne  verbliebenen  Nummern 
wählt,  wofür  die  Wahrscheinlichkeit 

1 

n  —  1 
sich  ergibt. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Zeuge  in 
diesem  Falle  die  Nummer  i  ansagt,  ist  also 

n  —  1         1 

^  n         n  —  1 

oder 
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4)  Bei  der  Annahme  des  vierten  Falles  müssen 
wir  zwei  Unterfälle  betrachten: 

a)  Die  Nummer  2  wurde  nicht  gezogen. 

Dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit  zusammen- 
gesetzt aus  den  Wahrscheinlichkeiten  der 
folgenden  vier  Ereignisse: 

a)  Der  Zeuge  betrügt,  hiefür  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit p'  =  l  —  p, 

b)  Der  Zeuge  irrt,  hiefür  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit r'  =  1  —  r.         , 

c)  Die  Nummer  i  wurde  nicht  gezogen, 
wofür  sich  die  Wahrscheinlichkeit 


71 

ergibt. 

d)  Indem  der  Zeuge  betrügt,  sagt  er  nun 
statt  der  gezogenen  Nummer  die  Nummer  i 
an ,  die  eine  der  n  —  1  in  der  Urne  ver- 
bliebenen ist,  und  die  AVahrscheinlichkeit  da- 
für, dass  er  gerade  die  Nummer  i  wählt,  ist 

1_ 

n—1 

Also  ist  die  Wahrscheinlichkeit  in  diesem 
Falle: 

*       -^  n         n  —  1 

oder 

uu  =p'r\~^ 

ß)  Die  Nummer  i  wurde  gezogen. 

Die  Wahrscheinlichkeit  setzt  sich  in  diesem 
Falle  zusammen  aus  den  Wahrscheinlichkeiten 
folgender  vier  Ereignisse: 

a)  Dass  der  Zeuge  betrügt,  hiefür  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  p'  =  ^  —  P- 

b)  Dass  der  Zeuge  irrt,  hiefür  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  r'  =  1  —  r. 

c)  Dass  die  Nummer  i  gezogen  wurde,  wo- 
für die  Wahrscheinlichkeit 

1 
?i 
ergibt. 

d)  Dass  der  Zeuge,  indem  er  irrt,  die 
Nummer  i  für  eine  andere  Nummer  hält,  in- 
dem er  aber  betrügt  statt  der  Nummer,  die 
er  zu  sehen  glaubt,  unter  den  n  —  1  übrigen 
Nummern  gerade  die  Nummer  i  angibt.  Hie- 
für die  Wahrscheinlichkeit  ~7:_:rr 

Für  diesen  Fall  ergibt  sich  also  die  Wahr- 
scheinlichkeit 

U'5  =  p,r'. . ,- 

"        ^  71      n  —  1 

In  den  Fällen  1)  und  4  ß)  ist  thatsächlich 
die  Nummer  i  gezogen  worden,  während  in 
den  übrigen  Fällen  die  Nummer  i  nicht  ge- 
zogen wurde,  obgleich  es  der  Zeuge  aussagt. 
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Die  Walirscheinliclikeit  also,  dass  die  Zeugen- 
aussage wahr  ist,  ergibt  sich  nach  dem  Satze 
von  Bayes 


Erkl.  65.  Setzt  man  \ü^+  2^3+  züs+  w^-\-  w^  w^-{-  2^0+  'w^+Wi+  iv^ 

=  u),  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  .    ,             ,         j      -n         i  oa         i          i     j 

'   ^  indem  neben   der  Formel  30   auch  noch   der 

im  1.  Fall  die  Zeugenaussage  wahr  ist  =  ~.  Satz    über    die    Wahrscheinlichkeit    benützt 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  im  Falle  Tß)  "^'^^^^^  ^^^  "^  Frage  5  sich  ausdrückt. 

lu.  Setzt  man   die  gefundenen  Werte  em,   so 

die  Zeugenaussage  wahr  sei,  ist  dann  — -.   Da  ergibt  sich 

nur  im  Falle  1)  und  4ß)  sich   die  Aussage  mit  PJL  i_     P  ^ 

der  Thatsache  deckt,  so    ist   die  Wahrschein-  jr/ w        n  {n  —  1) 

lichkeit  dafür,  dass  die  Zeugenaussage  wahr  ist:  pr       pr'      ^^      ^pV          p'r' 

W  =  —  +  -  - ,  wie  nebenstehend  angegeben  ^          ^          ^          "        n{yi  —  l) 

wurde.  ^nr  ^    ^  ^ 

^    ^  n  — 1 


1  +     ^ 

71  —  1 


wenn  man  beachtet,  dass 

pr  +  pr'+  p'r  +  j)'r'  =  {r  +  r')  (p*^+  ^0  =  1 

ist. 

Anmerkung  49.  Ist  n  sehr  gross,  so  wird  W  nahezu  den  Wert  pr  haben.  Ist 
r'  =  0,  d.  h.  irrt  der  Zeuge  nie,  so  dass  r  =  l  ist,  so  ist  W  =  p.  Betrügt  der  Zeuge 
nicht,  ist  also  p  =  1  oder  _p'  =  0,  so  wird  W  =  n 

Setzt  man  z.  B.  n  =  1000  und  p  =  r  =  0,999,  d,  h.  nimmt  man  an,  dass  bei 
1000  Aussagen  nur  eine  betrügerisch  oder  irrig  ist,  so  wird 

.r,_  0,998001  +  0,000000001  _  . 

*^  -      1 4-  0,000000001"""  -  ^'^^^^^^ 


Aufgabe  281.     Eine  Urne  enthält  n  —  1 
schwarze  und  1  blaue  Kugel.    Es   wird  eine 

Kugel  gezogen  und  ein  Zeuge  der  Ziehung        ,    ^,..  ,,,.     ,   ,   ,,        ..      ,,        -n 

sagt  aus,  die  gezogene  Kugel  sei  blau.  Welches  Auflosung.  Wir  behalten  dieselben  Se- 
ist die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Zeichnungen,  wie  in  Aufgabe  280  bei  und 
Zeugenaussage  wahr  ist?  unterscheiden  wieder  dieselben  vier  Falle. 

^  "^  1)  Die  Wahrscheinlichkeit  w^  der  Zeugen- 

aussage, dass  die  blaue  Kugel  gezogen  wurde, 
setzt  sich  zusammen  aus  der  Wahrscheinlich- 
Erkl.  66.  Ist  n  sehr  gross,  so  ist  die  Wahr-   keit  folgender  drei  Ereignisse : 
scheinlichkeit  dafür,  dass  die  blaue  Kugel  ge-       a)  Der    Zeuge    betrügt   nicht,    die    Wahr- 
zogen wird,  sehr  klein,  nämlich  ^~.    Ein  Ereig-   scheinlichkeit  hiefür  ist  p. 

"  b)  Der  Zeuge  irrt  nicht,   die  Wahrschem- 

nis,  für  dessen  Eintritt  eine  sehr  kleine  Wahr-   üd^f  gii;  hiefür  ist  r 

scheinlichkeit  sich  ei-gibt  heisst ,  wenn  es  .^  j^.  ^j  ^^  ^  ^  gezogen,  die 
eintritt,    em  ungewöhnliches   Ereignis.    So         ''  w^c^uv        &  5^      &      j 

dass  das  Ziehen  der  blauen  Kugel  bei  grossem   Wahrscheinlichkeit   hiefür   ist   — ■ 
n  ein  ungewöhnliches  Ereignis  ist.  ^^ 

Also  ist 

1 

w.  =  p  .r .  — 

2)  Die  Wahrscheinlichkeit  w^  der  Zeugen- 
aussage, dass  die  blaue  Kugel  gezogen  wurde, 
setzt  sich  zusammen  aus  den  W^ahrscheinlich- 
keiten  der  folgenden  drei  Ereignisse: 
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a)  Der  Zeuge  betrügt  nicht,  die  Wahr- 
scheinlichkeit hiefür  ist  p. 

b)  Der  Zeuge  irrt,  die  Wahrscheinlichkeit 
hiefür  ist  r'  =  1  —  r. 

c)  Es  wurde  eine  schwarze  Kugel  gezogen, 
die  der  Zeuge,  indem  er  irrt,  für  die  blaue 
hält.  Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen 
einer  schwarzen  Kugel  ist  aber 

72—1 


so  dass 

/    w— 1 
■^  n 

ist. 

3)  Die  Wahrscheinlichkeit  w^  der  Zeugen- 
aussage, dass  die  blaue  Kugel  gezogen  wurde, 
setzt  sich  zusammen  aus  den  Wahrscheinlich- 
keiten der  folgenden  drei  Ereignisse: 

a)  Der  Zeuge  betrügt,  die  Wahrscheinlich- 
keit hiefür  ist  p'  =  1  — j). 

b)  Der  Zeuge  irrt  nicht,  wofür  die  Wahr- 
scheinlichkeit r  ist. 

c)  Es  wurde  eine  schwarze  Kugel  gezogen, 
die  der  Zeuge  als  schwarz  erkennt,  indem  er 
aber  betrügt,  sagt  er  die  blaue  Kugel  an. 
Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer 
schwarzen  Kugel  ist 

n 
so  dass  sich 


n 
ergibt. 

4)  Die  Wahrscheinlichkeit  w^^  der  Zeugen- 
aussage, dass  die  blaue  Kugel  gezogen  wurde, 
setzt  sich  zusammen  aus  den  Wahrscheinlich- 
keiten der  folgenden  drei  Ereignisse: 

a)  Der  Zeuge  betrügt,  die  Wahrscheinlich- 
keit hiefür  ist  p'  =  1  — p. 

b)  Der  Zeuge  irrt,  die  Wahrscheinlichkeit 
hiefür  ist  r'  =  1  —  r. 

c)  Es  wurde  die  blaue  Kugel  gezogen,  die 
der  Zeuge,  indem  er  irrt,  für  schwarz  hält 
und  indem  er  betrügt  sie  als  blau  angibt. 
Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  der 
blauen  Kugel  ist 

1 

71 

also  ergibt  sich 

W4^  =  p\  r  .  — 
"^  n 

Da  nur  in  den  Fällen  1)  und  4)  die  Zeugen- 
aussage mit  der  Thatsache  übereinstimmt,  so 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Wahrheit 
der  Zeugenaussage  nach  dem  Satze  von  Bayes: 

W'i+  li'i-\-  W^+  w^ 
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Erkl.  67.  Der  Zeuge  sagt  eine  wahre  Tliat- 
sache  aus,  wenn  er  nicht  irrt  und  nicht  betrügt, 
oder,  wenn  er  irrt  und  betrügt.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  er  also  eine  wahre 
Thatsache  aussagt,  ist  die  Summe  der  Wahr- 
scheinlichkeiten für  die  beiden  Fälle,  also  gleich 
pr  -^  p'r'. 


also,  wenn  die  Werte  eingesetzt  werden 


IV=: 


pri      p'i 
n          n 

,1 

Pi- 

1 ^' 

■'{n. 

-l)      p'r 

[n- 

-1) 

+ 

p'V 

ll 

n 
pr 

4-  p'r' 

n 

n 

pr  +  p'v'-\-  ipr'  +  p V)  (n  —  1) 

Setzt  mau 

pr  -\-  p'  r'  =  q 

SO  ist  q  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
der  Zeuge  eine  wahre  Thatsache  aussagt. 
(Vergleiche  die  nebenstehende  Erklärung  67.) 

Da  nun 

{p+p')  (r-frO  =  1 

ist,  so  folgt 


pr'-\-  p'r  =  1 
==  1 


[pr  -]-p'r') 
q  =  q' 


und  daher  wird 

W ^ 


5  +  a'{'>^  —  ^) 


=  1 


1-1- 


q'  [n  -  1) 


Anmerknng  50.  Je  grösser  n  wird,  desto  kleiner  wird  W,  so  dass  ein  ungewöhnliches 
Ereignis,  durch  einen  Zeugen  ausgesagt,  eine  kleine  Wahrscheinlichkeit  besitzt,  dass  die 
Zeugenaussage  der  Thatsache  entspricht.  Nimmt  man  wieder  n  =  1000  und  p  =  r  =  0,999 
an,  so  dass  pr  +  p'r'  =  q  =  0,998011  wird,  so  folgt 


0,998011 


q'{n-l) 


0,5 


10 


also  W=  1 ^^   =  -ö-,  also   wesentlich  kleiner  als   in   Anmerkung  49   sich   ergab;    das 

Ereignis    der  Aufgabe   280   war    ein    gewöhnliches,    das   Ereignis    der  Aufgabe   281  'ein 
aussergewöhnliches. 


Aufgabe  282.  Eine  Urne  U,  enthält 
n  schwarze,  eine  zweite  Urne  U^  enthält 
ebenso  n  blaue  Kugeln.  Aus  einer  der  Urnen 
wird  eine  Kugel  gezogen  und  in  die  andere 
gelegt,  worauf  aus  dieser  eine  Kugel  gezogen 
wird.  Ein  Zeuge  der  ersten  Ziehung  behauptet 
die  gezogene  Kugel  sei  blau,  ein  Zeuge  der 
zweiten  Ziehung  behauptet  dasselbe.  Welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  that- 
sächlich  in  beiden  Ziehungen  eine  blaue  Kugel 
gezogen  wurde? 


Auflösung.  Wir  haben  hier  vier  Fälle  zu 
unterscheiden. 

1)  Beide  Zeugen  sagen  wahr  aus* 
Die  Wahrscheinlichkeit  w^^,  dass  beide  Zeugen 
eine  blaue  Kugel  als  gezogen  melden,  ist  zu- 
sammengesetzt aus  den  Wahrscheinlichkeiten 
der  folgenden  vier  Ereignisse: 

a)  Dass  der  erste  Zeuge  eine  wahre  That- 
sache aussagt.  Die  Wahrscheinlichkeit  hie- 
für ist 

Qi  =  Pi^i+P^'r^'. 

(Vergleiche  die  Erklärung  67.) 

b)  Dass  auch  der  zweite  Zeuge  eine  wahre 
Thatsache  aussagt.  Die  Wahrscheinlichkeit 
hiefür  ist 


256  Aufgaben  über  Zeugenaussagen. 


c)  Dass  der  erste  Zug  aus  U^  geschah, 
denn  diese  Urne  enthält  vorerst  allein  blaue 
Kugeln.     Die   Wahrscheinlichkeit    hiefür    ist 

2,   da   der  Zug  gleich  möglich  aus   U^  oder 

D;  ist. 

d)  Dassbei  dem  zweiten  Zuge,  der  aus  U^ 
gemacht  wird,  die  blaue  Kugel  gezogen  wird, 
die  eben  hineingelegt  wurde.  Hiefür  ergibt 
sich  die  Wahrscheinlichkeit 

1 


n  +  1 
so  dass 

'"■  =  ?' •«=•§•  «TT" 

wird. 

2)  Der  erste  Zeage  sagt  wahr  aus, 
der  zweite  sagt  unwahr  aus.  Die 
Wahrscheinlichkeit  il\  ,  dass  beide  Zeugen 
unter  dieser  Annahme  eine  blaue  Kugel  an- 
geben setzt  sich  zusammen  aus  den  Wahr- 
scheinlichkeiten der  folgenden  vier  Ereignisse: 

a)  Dass  der  erste  Zeuge  wahr  aussagt,  wo- 
für die  Wahrscheinlichkeit  q^  sich  ergab. 

b)  Dass  der  zweite  Zeuge  unwahr  aussagt, 
wofür  sich  die  Wahrscheinlichkeit  q^  =1  —  q^ 
ergibt. 

c)  Dass  der  erste  Zug  aus  U^  geschah,  wo- 
für die  Wahrscheinlichkeit  ^  ist. 

d)  Dass  sodann  aus  U^  eine  schwarze  Kugel 
gezogen  wird,  die  der  zweite  Zeuge,  indem 
er  unwahres  aussagt  als  blau  bezeichnet.  Für 
das  Ziehen  einer  schwarzen  Kugel  aus  ü^  er- 
gibt sich  die  Wahrscheinlichkeit 


71+1 


nachdem   in   die   Urne    ü^    die   blaue   Kugel 
aus   ZJg  g'ölegt  wurde.     Es  folgt  daher 

.    1         n 

3)  Der  erste  Zeuge  sagt  unwahr  aus, 
der  zweite  Zeuge  sagt  wahr  aus.  Die 
Wahrscheinlichkeit  w^,  das§  beide  Zeugen 
eine  blaue  Kugel  ansagen,  setzt  sich  aus  den 
Wahrscheinlichkeiten  folgender  vier  Ereignisse 
zusammen: 

a)  Dass  der  erste  Zeuge  unwahr  aussagt, 
wofür  die  Wahrscheinlichkeit  qj  =  1  —  ^^  ist. 

b)  Dass  der  zweite  Zeuge  wahr  aussagt, 
wofür  die  Wahrscheinlichkeit  q^  ist. 

c)  Dass  die  erste  Ziehung  aus  U^  geschieht, 
indem  eine  schwarze  Kugel  gezogen  wird,  die 
der  Zeuge  als  blau  ansagt,  Die  Wahrschein- 
lichkeit ist  wieder  ^ 
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d)  Dass  bei  dem  zweiten  Zuge  aus  U^  eine 
blaue  Kugel  gezogen  wird,  wofür  die  Wahr- 
scheinlichkeit 


sich  ergibt. 
Es  ist  mithin 


7i  -h  1 


lüg  =  q^' .  q^ . 


2  *  n  +  1 

4)  Beide  Zeugen  sagen  unwahr  aus. 
Die  Wahrscheinlichkeit  w^,  dass  beide  eine 
blaue  Kugel  ansagen,  setzt  sich  aus  den 
Wahrscheinlichkeiten  der  folgenden  vier  Er- 
eignisse zusammen: 

a)  Dass  der  erste  Zeuge  unwahr  aussagt. 
Die  Wahrscheinlichkeit  ist  5/  =  1  —  ^1. 

b)  Dass  der  zweite  Zeuge  unwahr  aussagt. 
Die  Wahrscheinlichkeit  ist  Qi'  =  l  —  Qi- 

c)  Dass  die  erste  Ziehung  aus  U^  geschah, 
indem  eine  schwarze  Kugel  gezogen  wird,  die 
der  erste  Zeuge  blau  ansagt.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit ist  ^ 

d)  Dass  bei  dem  zweiten  Zug  aus  U^  die 
schwarze  Kugel  gezogen  wird,  die  nach  dem 
ersten  Zug  aus  U^  in  ü^  gelegt  wurde,  die 
dann  der  zweite  Zeuge  als  blau  ansagt.  Die 
Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist 

1 


n  +  1 
und  es  ergibt  sich  daher 

Da  nur  im  Falle  1)  thatsächlich  sowohl  im 
ersten  als  zweiten  Zuge  eine  blaue  Kugel  ge- 
zogen wurde,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dieses  Ereignisses  nach  dem  Satz  von  Bayes : 


Wi-\-  W2+  1^8+  ^4 

oder  wenn  die  Werte  eingesetzt  werden: 


2  (u  +  1)  ^  2  (n  +  1)  "^  2  (n  +  1)  "*"  2  (n  +  1) 
oder 


<2i  9n+  <i\  ^i'i+  n  {qt  q'^+  q\  q^) 
Mit  wachsendem  n  wird  W  abnehmen. 

Anmerkung  51.  Ist  g^  =  ^2  —  9"  ~  ^1'  ~  ^2''  ^^*  ^^  ^^^^  ebenso  wahrscheinlich, 
dass  jeder  der  Zeugen  wahr  aussagt,  als  dass  er  nicht  wahr  aussagt,  so  ergibt  sich 
TF  =  2  .  — XT  §^^^^^^  ^^^  ^  priori  berechneten  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer 
blauen  Kugel  in  beiden  Ziehungen.     (Vergleiche  Aufgabe  201.) 


Bobek,   Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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Aufgabe  283.  Aus  einer  Urne,  die  n  Num- 
mern enthält,  wird  eine  Nummer  gezogen. 
Zwei  Zeugen  der  Ziehung  sagen  aus,  es  sei 
die  Nummer  i  gezogen  worden,  welches  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Num- 
mer i  gezogen  wurde? 


Anflösnng.  Wir  machen  folgende  vier  An- 
nahmen, die  in  Bezug  auf  das  Irren  und 
Nichtirren  der  Zeugen  zulässig  sind: 

1)  Keiner  der  Zeugen  irrt,  die  Wahr- 
scheinlichkeit hiefür  ist:  r^r^. 
Bei  dieser  Annahme  kann 

a)  die  Nummer  i  gezogen  werden, 

b)  die  Nummer  i  nicht  gezogen  werden. 
Im  Falle  a)  müssen  beide  Zeugen  nicht  be- 
trügen, da  sie  beide  die  Nummer  i,  die  wirk- 
lich gezogen  wurde,  und  die  sie,  da  sie  nicht 
irren,  auch  als  i  erkennen,  ansagen. 

Die  Wahrscheinlichkeit  w^  dafür,  dass 
beide  Zeugen  also  unter  diesen  Annahmen 
die  Nummer  i  ansagen,  ist  zusammengesetzt 
aus  den  Wahrscheinlichkeiten  der  folgenden 
Ereignisse: 

Dass  beide  Zeugen  nicht  irren,  dass  beide 
Zeugen  nicht  betrügen,  dass  die  Nummer  i 
von  den  n  Nummern  gezogen  wurde.  Daher 
ist: 

1 

b)  Macht  man  die  Annahme  b),  dass  i  nicht 
gezogen  wurde,  so  müssen  beide  Zeugen  be- 
trügen, indem  sie  an  Stelle  der  gezogenen 
Nummer  die  Nummer  i  ansagen.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  die  Nummer  i  nicht 

n—1 
gezogen  wird,  ist und  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  beide  Zeugen  auf  die  Num- 
mer i  unter  den  n — 1  übrigen  Nummern  der  Urne 

verfallen,  ist r- -r  i^ach  Formel  4. 

'  71 1       71  —  1 

Die  Wahrscheinlichkeit  w^  setzt  sich  also 
zusammen  aus  den  Wahrscheinlichkeiten  fol- 
gender Ereignisse: 

Dass  beide  Zeugen  nicht  irren,  dass  beide 
Zeugen  betrügen,  dass  die  Nummer  i  nicht 
gezogen  wurde,  und  dass  beide  Zeugen  gerade 
die  Nummer  i  ansagen;  daher  ist 


Wz  =  r.r^p^'pz' 


71—1 


1 


'    71  —  1    '    71 


2)  Der  erste  Zeuge  irrt,  der  zweitfr 
Zeuge  irrt  nicht. 

a)  Die  Nummer  i  wurde  gezogen.  Dann 
muss  der  erste  Zeuge  betrügen,  denn  er  hält 
die  Nummer  i  für  eine  andere,  da  er  irrt,  in- 
dem er  aber  i  ansagt,  betrügt  er.  Der  zweite 
Zeuge  betrügt  nicht. 

Die  Wahrscheinlichkeit  w^ ,  dass  beide 
Zeugen  die  Nummer  «ansagen,  setzt  sich  also 
zusammen  aus  den  Wahrscheinlichkeiten  fol- 
gender Ereignisse: 
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Dass  der  erste  Zeuge  irrt  und  betrügt, 
dass  der  zweite  Zeuge  nicht  irrt  und  nicht 
betrügt,  dass  die  Nummer  i  gezogen  wurde, 
und  dass  der  erste  Zeuge,  indem  er  irrt  und 
betrügt  unter  den  n  —  1  Nummern,  die  er 
nicht  gezogen  glaubt,  gerade  die  Nummer  i 
zur  Aussage  wählt. 

Es  ist  mithin: 

1  ' 


n  —  1 

b)  Die  Nummer  i  wurde  nicht  gezogen.  Dann 
betrügt  der  zweite  Zeuge,  da  er  nicht  irrt, 
während  der  erste  nicht  betrügt,  da  er  irrt, 
also  die  gezogene  Nummer  für  i  hält. 

Die  Wahrscheinlichkeit  w^  setzt  sich  also 
zusammen  aus  den  Wahrscheinlichkeiten  fol- 
gender Ereignisse: 

Dass  der  erste  Zeuge  irrt,  aber  nicht  be- 
trügt, dass  der  zweite  Zeuge  nicht  irrt,  aber 
betrügt,  dass  die  Nummer  i  nicht  gezogen 
wurde,  dass  der  erste  Zeuge  gerade  die 
Nummer  i  unter  den  n  —  1  nicht  gezogen, 
als  die  gezogene  Nummer  vermutet,  dass  der 
zweite  Zeuge,  indem  er  betrügt,  gerade  die 
Nummer  i  als  die  gezogene  angibt. 

Es  ist  mithin: 

/    72-1  1  1 


n  —  1      n  —  1 

3)  Der  ersteZeuge  irrt  nicht,  wohl 
aber  der  zweite  Zeuge. 

a)  Die  Nummer  i  wird  gezogen.  Der  erste 
Zeuge  betrügt  nicht,  indem  er  nicht  irrt  und 
die  Nummer  richtig  angibt.  Der  zweite  Zeuge 
irrt,  hält  also  die  gezogene  Nummer  nicht 
für  richtig,  betrügt  aber  und  gibt  i  an. 

Die  Wahrscheinlichkeit  w^,  dass  also  beide 
Zeugen  die  Nummer  i  angeben,  setzt  sich  zu- 
sammen aus  den  Wahrscheinlichkeiten  der 
folgenden  Ereignisse: 

Dass  der  erste  Zeuge  nicht  irrt  und  nicht 
betrügt,  dass  der  zweite  Zeuge  irrt  und  be- 
trügt, dass  die  Nummer  i  gezogen  wurde, 
und  dass  der  zweite  Zeuge,  indem  er  betrügt, 
an  Stelle  der  von  ihm  gezogen  geglaubten 
Nummer  gerade  die  Nummer  i  unter  den 
n  —  1  übrigen  angibt. 

Es  ist  also 

.     .    1  1 

b)  Die  Nummer  i  wurde  nicht  gezogen. 

Dann  muss  der  erste  Zeuge  betrügen,  denn 
er  irrt  nicht,  während  der  zweite  Zeuge  irrt, 
also  die  gezogene  Nummer  für  i  hält,  mithin 
betrügt  er  nicht. 
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Die  Wahrscheinlichkeit  w^  ergibt  sich  also 
aus  den  Wahrscheinlichkeiten  der  folgenden 
Ereignisse: 

Dass  der  erste  Zeuge  nicht  irrt  aber  be- 
trügt, dass  der  zweite  Zeuge  irrt  aber  nicht 
betrügt,  dass  die  Nummer  i  nicht  gezogen 
wurde,  dass  der  erste  Zeuge,  indem  er  be- 
trügt, gerade  die  Nummer  i  von  den  n  —  1 
nicht  gezogenen  Nummern  als  gezogen  an- 
gibt, und  schliesslich,  dass  der  zweite  Zeuge, 
indem  er  betrügt,  gerade  die  Nummer  i  unter 
den  n  —  1  nicht  gezogenen  auswählt,  für  seine 
Aussage. 

Daher  ist 

,     ,       n—1  1  1 

4)  Beide  Zeugen  irren. 

a)  Die  Nummer  i  wurde  gezogen. 

Dann  müssen  beide  Zeugen  betrügen;  denn 
sie  glauben  die  gezogene  Nummer  sei  nicht  i, 
indem  sie  beide  irren,  geben  aber  trotzdem  i 
als  gezogen  an. 

Die  Wahrscheinlichkeit  w^  also,  dass  beide 
Zeugen  die  Nummer  i  als  gezogen  angeben, 
setzt  sich  zusammen  aus  den  Wahrscheinlich- 
keiten der  folgenden  Ereignisse: 

Dass  beide  Zeugen  irren  und  betrügen,  dass 
die  Nummer  i  gezogen  wurde,  und  dass  beide 
Zeugen,  indem  sie  i  nicht  gezogen  glauben, 
gerade  i  unter  den  n  —  1  übrigen  Nummern, 
die  sie  noch  in  der  Urne  vermuten,  zur  Aus- 
sage wählen.  Dem  letzteren  Ereignisse  kommt 

die  Wahrscheinlichkeit -^ . r  zu. 

n  —  1     n  —  1 

Es  wird  mithin 

/    /     /     /    1  1  1 

w^  =  i\  i\'pjpc^'  —  . . 

i  i  1  i  jr4     ^      ^j  —  2      n  —  1 

b)  Die  Nummer  i  ist  nicht  gezogen. 

Da  beide  Zeugen  irren,  so  betrügen  sie 
nicht. 

Die  Wahrscheinlichkeit  w^  dafür,  dass  beide 
Zeugen  nun  i  als  gezogen  angeben,  setzt  sich 
zusammen  aus  den  Wahrscheinlichkeiten  der 
folgenden  Ereignisse: 

Dass  beide  Zeugen  irren,  dass  beide  nicht 
betrügen,  dass  die  Nummer  i  nicht  gezogen 
wurde,  dass  beide  Zeugen  die  gezogene  Nummer 
für  i  halten. 

Es  ist  also 

?2  — 1  1  1 

8  i.    2  rii  2       ^  n—1      n  —  l 

Hiemit  sind  alle  Möglichkeiten  erschöpft 
und  es  sind  u\,  w^,  w^,  w^  die  Wahrschein- 
lichkeiten für  die  Fälle,  in  denen  sich  die 
Aussagen  mit  der  Thatsache  decken,  während 
in  den  übrigen  Fällen  die  Zeugen  eine  un- 
wahre Aussage  machen. 
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Nach  dem  Satze  von  Bayes  wird  daher  die 
^yahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Zeugen 
eine  wahre  Thatsache  bezeugen,  oder  dass 
die  Nummer  i  gezogen  wurde: 

W  = 


yh+  ^^8+^^-6+ 

w;^ 

^1 

+   M?8-f 

■  iv^-{-  w^+  U'2+ 

w,+ 

^^6  + 

26-8 

ist 

lü,= 

'•i^^ii>2^ 

IV,  = 

r'  r  r)'  t) 

^   iUPlP2^^^_ 

-1) 

w,= 

f     V^     Tt     T)' 

"^'^^TP^^^nin- 

-1) 

Wt=  r\r'^p\p\ 


n{n—lf 
also 

1  n  r'  »'  "1 

Ebenso  ergibt  sich  aus 


n  (n  —  1) 
und  mithin  wird: 


W 


[-...+ fi^i]  [....+ ^::^ 


Setzt  man 
so  dass  also  g^' qi    die  Wahrscheinlichkeiten 
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IV  = 


dafür  siud,  dass  die  beiden  Zeugen  unwahre 
Aussagen  machen,  so  wird 

Wird  vorausgesetzt,  dass  keiner  der  beiden 
Zeugen  irrt,  so  dass  r/  =  r^'  =  0,  r^  =  r^  =  1 
ist,  so  wird  q^'  =;?/,  g/  =  P2'  "nd  W  über- 
geht in 

Wird  vorausgesetzt,  dass  keiner  der  Zeugen 
betrügt,  dass  also  pj  =p^'  =  0,  Pi=P2  =  l 
ist,  also  g/  =  rj,  q^'  =  r/  wird,  so  über- 
geht  W  in 


^//  = 


»'1  r.  +  — ^-^ 
n  —  1 


Wird  vorausgesetzt,  dass  beide  Zeugen 
gleich  glaubwürdig  sind,  und  dass  beide  in 
derselben  Art  dem  Irrtum  unterworfen  sind, 
so  dass  also  Pt  =  p^  =p,  r^  =  r^  =  r  ist, 
so  wird  die  Wahrscheinlichkeit  W,  dass  das 
von  beiden  ausgesagte  Ereignis  wahr  sei,  ge- 
geben durch 


W  = 


r     ,    »•'  p'  1 


|_  71  — 1  J         n  —  l 


Ist  n  =  2,  d.  h.  handelt  es  sich  um  ein  Er- 
eignis, das  ebenso  wahrscheinlich  eintritt  als 
nicht  eintritt,  dessen  Wahrscheinlichkeit  eben 

^   ist,   so  wird,   wenn    beide   Zeugen   gleich 

glaubwürdig  sind : 


wobei  q  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist,  dass 
der  Zeuge  ein  wahres  Ereignis  aussagt. 

Anmerkung  52.    Wir   fanden  für  die  Wahrscheinlichkeit,   dass   ein  Ereignis  wirk- 
lich eingetreten,  wenn  es  durch  einen  Zeugen  ausgesagt  wurde,  in  Aufgabe  281 

also  für  n  =  2 

W,  =  — L  =,  q 
q  +  q' 
und  da 

q^  +  q'' 
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die  Wahrscheinlichkeit   dafür  ist,   dass   das  Ereignis   stattfand,   wenn   zwei  gleich  glaub- 
würdige Zeugen  aussagen,  so  ersieht  man,  dass 

sobald  man  voraussetzt,  dass  Q^o  ist,  d.  h. :  es  ist  wahrscheinlicher,  dass  die  Zeugen  eine 

wahre  Thatsache  aussagen,  als  dass  sie  das  Gegenteil  thun.    Denn  setzt  man  q  =  n  +  ^,  wobei 

0  <C  £  <C  2  ist,  so  wird 

IV-IV    -  q'-q'-qiX-qf    _   dq'-2q'-^g     _  q  j^  q-^2  q^^-\)  _  q{l-2.). 
'         '~  q^  +  q'-'  "~  q'  +  q"  q'  +  q''  ~      q^  +  q'' 

also  ist  W,—  W,>0,  da  1  —  2  e > 0  ist 


Aufgabe  284.   In  einer  Urne  sind  n  Num- 
mern, zwei  einer  Ziehung  beiwohnende  Zeugen 

sagen  aus,  dass  die  Nummer  i  nicht  gezogen        .    ^,..  „..        ^       ,    .,  .  ^.„ 

wurde,  welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  da-       ^^l^.^^^J^^'  ^^'':  ^^"tepcheiden  zwei  Falle, 
für,  dass  die  Nummer  i  gezogen  wurde,  wenn       J)  I^ie  N  ummer  t  wurde  nicht  gezogen. 
Irrtum  bei  den  Zeugen  ausgeschlossen  wird?     .  ^.^^^  betrügen  beide  Zeugen  nicht     denn 

sie  irren  nicht,   und  sagen,  dass  i  nicht  ge- 
zogen wurde. 

Die  Wahrscheinlichkeit  w^^  ist  also  zu- 
sammengesetzt aus  der  Wahrscheinlichkeit 
folgender  Ereignisse : 

Dass  beide  Zeugen  nicht  betrügen,  und 
dass  i  nicht  gezogen  wurde,  also  ist 

n  — 1 

2)  Es  wurde  i  gezogen.  Dann  müssen 
beide  Zeugen  betrugen,  da  sie  nicht  irren. 

Die  Wahrscheinlichkeit  w^ ,  dass  beide 
Zeugen  aussagen,  dass  i  nicht  gezogen  wurde, 
ist  also 

lU,  =  ;7/p„'  — - 

Mithin  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  Nummer  i  gezogen  wurde,  nach  dem 
Satze  von  Bayes 


also 
oder 


w= 


P\V'z 

72—1 


wie  es  sein  muss,  indem  diese  W^ahrschein- 
lichkeit  der  Wahrscheinlichkeit  W  in  Auf- 
gabe 283  entgegengesetzt  ist,  also 

WrW'  =  1 

ist. 
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Anfgabe  285.    Eine   Urne   enthält  a-\-b 
Kugeln,   a  weisse  und  b  schwarze.    Es  wird 

eine  Kugel  gezogen.    Von  m  +  n  der  Ziehung        .    «,„  „,.     ^ 

beiwohnenden  Zeugen  behaupten  m,  dass  die  Antlösung.  Wir  bezeichnen  mit  «>  die 
gezogene  Kugel  weiss  und  n,  dass  die  ge-  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer  weissen 
zogene  Kugel  schwarz  war.     Welches  ist  die   -^"^^^j  ^^^^ 

Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  gezogene  w  =  — ^ und   w'  =       ^ 

Kugel  wirklich  weiss  war?  a  +  b  a  +  6 

so   dass    to'    die   Wahrscheinlichkeit   für   das 
Ziehen  einer  schwarzen  Kugel  ist. 

Es  bedeute  ferner 

q  =  pr  +  p'r' 

Erkl.  68.    Es  wird  vorausgesetzt,  dass  alle   die  Wahrscheinlichkeit  für  einen   der  Zeugen 
Zeugen   gleichmässig  dem  Irrtum   unterworfen   eine  wahre  Thatsache  auszusagen,  also 

sind  und  dass  bei  allen  die  Wahrscheinlichkeit  ,  _     ,  ^^ 

zu  betrügen  gleich  angenommen  wird.  ^  ^        p  r  -»r  pr 

die  Wahrscheinlichkeit   eine  falsche  Aussage 

zu  machen. 

Wir  müssen  nun  zwei  Fälle  unterscheiden : 

1)  Es  wurde  eine  weisse  Kugel  ge- 
zogen. 

Dann  sagen  die  m  ersten  Zeugen  eine  wahre 
Thatsache  aus,  die  n  andern  eine  unwahre 
Thatsache,  also  ist  die  Wahrscheinlichkeit  w^^ 
dafür,  dass  die  m  Zeugen  eine  weisse,  die 
n  Zeugen  eine  schwarze  Kugel  gezogen  an- 
geben nach  Formel  8 


'.=  ("M")3'"9'«". 


2)  Es  wurde  eine  schwarze  Kugel 
gezogen. 

Dann  sagen  die  m  ersten  Zeugen  eine  un- 
wahre Thatsache  aus  und  die  n  letzten  eine 
wahre  Thatsache.  Es  wird  also  die  Wahr- 
scheinlichkeit t^2  5  ^^ss  in  diesem  Falle  die 
in  ersten  Zeugen  eine  weisse  Kugel,  die 
n  andern  eine  schwarze  Kugel  angeben: 

,,=  (^™ +  «),,»,»„, 

Die  Wahrscheinlichkeit  W  dafür,  dass  also 
eine  weisse  Kugel  gezogen  wird,  ist  nach  dem 
Satze  von  Bayes 


oder 

W= ^"^^  " (1) 

q'"  q'"  o)  +  5'"»  q''  co' 

Ist   t"  =  co'  =  2 ,  also  das  Ereignis  ebenso 
wahrscheinlich,  wie  sein  Gegenpart,   so  wird 

W=  ?-^- (2) 

q^  q'^^  Jr  q'""  f 
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Ist  n  =  0,   d.  h.  sagen  alle  Zeugen   aus, 
dass  eine  weisse  Kugel  gezogen  wurde,  so  ist 

IV=  —^ (3) 

Ist  bei  allen  Zeugen  Irrtum  ausgeschlossen, 
also 

;'=  0  r  =  1 

so  wird 

iv= ^i-^V! ,( 

Ist  Betrug  ausgeschlossen,  also 
p'=z  0  p  =  1 


so  wird 


W= --fl^ ....(5, 


Ist  sowohl  Irrtum  als  Betrug  ausgeschlossen, 
so  wird 

W  = 


wie  es  sein  muss. 

Die  Gleichung  (1)  kann  man  auch  schreiben 

1 


IV  = 


1  + 


tu 


(I) 


Ist  nun  m^n  und  q*  < q,  d.  h.  sagen  die 
Zeugen  eher  eine  wahre  Thatsache  aus  als 
sie  es  nicht  thun^  so  wird  mit  wachsender 
Differenz  m  —  n  auch  W  wachsen,  indem  der 
Nenner  abnimmt.  In  diesem  Falle  wird  also 
die  Thatsache  wahrscheinlicher  durch  mehr 
Zeugenaussagen. 

Ist  aber  q'^q,  d.  h,  sagen  die  Zeugen 
wahrscheinlicher  eine  falsche  Thatsache  aus 
als  eine  wahre,  dann  wird  mit  wachsender 
Differenz  m  —  n  die  Wahrscheinlichkeit  W 
abnehmen. 

Ist  m  =  n,  sagen  also  ebenso  viele  Zeugen 
aus,  dass  eine  weisse  Kugel,  als  dass  eine 
schwarze  Kugel  gezogen  wurde,  so  wird 

gleich  der  Wahrscheinlichkeit  a  priori  des 
Ereignisses.  Was  auch  daraus  klar  wird,  dass 
gleichviele  gleich  glaubwürdige  Zeugen  das  Er- 
eignis bestätigen  und  in  Abrede  stellen. 
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Aufgabe  286.  Aus  einer  Urne,  die  n  Num- 
mern  enthält,    wird    eine  Nummer    gezogen. 

Ein    der    Ziehung  beiwohnender   Zeuge    sagt        .     .,..  ^        .  ,.    ^^j  i,„.„-u^:„ 

aus,  dass  die  Nummer  ^  gezogen  wurde  Durch  Auflösung.  Es  sei  w,  die  Wahrschein- 
Überlieferung  wird  das  Ereignis  von  z  —  1  lichkeit  dafür,  dass  der  fe*«  Zeuge  eine  wahre 
weiteren   Zeugen   bestätigt,    welches    ist  die  Thatsache  aussagt. 

Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Nummer  i  I^ann  ist  w^  die  Summe  der  beiden  Wahr- 
wirklich gezogen  wurde?  scheinlichkeiten ,    dass    der    h^^  Zeuge    wahr 

spricht  oder  betrügt. 

1)  Der  Ate  Zeuge  betrügt  nicht,  liie- 
für  sei  ^^  die  Wahrscheinlichkeit,  da  Wj^_^ 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist,  dass  der 
(ji  —  i)te  Zeuge  eine  wahre  Thatsache  aus- 
sagte, so  ist 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  in  diesem 
Falle  der  fc*®  Zeuge  die  Nummer  i  als  gezogen 
angibt. 

2)  Der  ¥^  Zeuge  betrügt,  hiefür  ist 
(1  —  pj)  die  Wahrscheinlichkeit.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  nun  der  fe*®  Zeuge  doch 
die  Nummer  i  als  gezogen  angibt,  setzt  sich 
nun  zusammen  aus  den  Wahrscheinlichkeiten 
der  folgenden  Ereignisse: 

Dass  der  ä;*^  Zeuge  betrügt,  dass  der 
(fe  —  l)*e  Zeuge  betrügt,  also  eine  andere  als 
die  Nummer  i  dem  fc*en  Zeugen  bezeichnet, 
und  dass  der  ä;*®  Zeuge,  indem  er  lügt,  gerade 
die  Nummer  i  unter  den  n  —  1  übrigen  Num- 
mern für  seine  Aussage  wählt. 

Es  ist  also 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  in  diesem 
Falle  der  'kS^  Zeuge  die  Nummer  i  als  gezogen 
angibt. 

Also  ist 

■^K     =    Pk       ^A-1    -^    y,_l  

oder  durch  eine  leichte  Umformung. 


Wi 


ji  71  —  1        \    *~^       n/ 


Pt  »'i' 
Nun  ist  offenbar  w^  =  q^  =^  p^  r^  +  ^^zz-i 

gleich  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  erste 
Zeuge  eine  wahre  Thatsache  aussagt.  Mithin 
erhält  man  folgende  Keihe  von  Gleichungen, 
wenn  man  der  Reihe  nach 


setzt : 


1      n?^^/       n 

1         nps—l{  1\ 

^       n  n— 1     \  n/ 
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n  n  —  1     \  71/ 

Multipliciert  man  die  Gleichungen  mit  ein- 
ander, so  folgt: 

^ü  -i  =    y^  —  1  {n  q^  -  1)  jnp,^  1)  Qip^—  1)  . . .  {n  p^—  1) 
also 


oder  auch 


"-.--^(^^-A)(--A)0-Ä)-0>.-^) 


(1) 


(2) 


Ist  n  sehr  gross,  so  wird  w^  übergehen  in 

oder  nahezu  in 

Qahlh"-Pz^ 

Für  n  =  2,  wenn  also  das  Ereignis  ebenso 
wahrscheinlich  eintritt  als  es  nicht  eintritt, 
wird 

^^.=  2  +  2(2^^-l)(2/73-l)...(2p,-l) (3) 

Wird  überdiess  vorausgesetzt,  dass  bei  dem 
ersten  Zeugen  Irrtum  ausgeschlossen  ist,  und 
dass  alle  Zeugen  gleich  glaubwürdig  sind,  also 

Qi=  P  =  Pt=  Po..'  =  P, 
gesetzt  wird,  so  wird 

oder 


..=  ^+2^-(,_|) 


(4) 


Ist  also  p  >  2",  d.  h.  ist  es  wahrscheinlicher, 

dass  die  Zeugen  nicht  betrügen,  als  dass  sie 
betrügen,  so  wird 

^   1 
^  ^  2 

d.  h.  grösser  als  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori 
des  Ereignisses. 

Analog  ersieht  man  aus  Gleichung  (3),  dass 
wenn  für  eine  gerade  Anzahl  von  Zeugen 

P.  <  2- 
wird,  doch  w^  >  -  ist. 
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Mit  wachsendem  z  wird  sich  w^  dem  Werte  ~ 
nähern. 


Aufgabe  287.  Welches  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit für  die  Eichtigkeit  eines  Urteils  das 
zwischen  zwei  entgegengesetzten  an  sich  gleich 

zulässigen  Meinungen  von  s  Richtern  mit  einer  Auflösung.  Die  gesuchte  Wahrscheinlich- 
Majorität  von  a  Stimmen  abgegeben  wird;  ^eit  W  ergibt  sich  aus  Gleichung  (5)  der 
wenn  Betrug  bei  den  Richtern  ausgeschlossen,  Aufgabe  285,  wenn  man  in  derselben  w  =  w' 
und  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  jeder   setzt  und  beachtet,  dass 

nicht  irrt,  gleich  r  ist?  1  ,         , 

m  =  -(s  +  o) 

isty  wodurch  man  erhält 

W= 

oder 

1 


W  = 

Da  man  wohl  immer  annehmen  kann,  dass 
r  >  2"  ist,  indem  es  wahrscheinlicher  ist,  dass 
der  Richter  nicht  irrt,  als  dass  er  irrt,  so 
ist  ^'<C  2'  ^^^^ 

daher  wird  mit  wachsendem  a  auch  der  Wert  W 
wachsen,  d,  h.  die  Wahrscheinlichkeit  für  die 
Richtigkeit  des  Urteils  wird  desto  grösser,  je 
grösser  die  Majorität  ist,  mit  welcher  es  ge- 
schöpft wurde.  Es  ist  daher  für  die  Justiz 
von  Wichtigkeit,  dass  Appellationsgerichte, 
welche  aus  einer  Anzahl  aufgeklärter  Richter  be- 
stehen, die  Urteile  mit  grosser  Majorität 
fällen,  Hiebei  wird  die  Majorität  in  dem 
Urteilsspruch  so  bestimmt  werden  müssen, 
dass  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Richtig- 
keit des  Urteils  so  bedeutend  ist,  dass  der 
Gesellschaft  die  aus  der  Lossprechung  drohende 
Gefahr  grösser  erscheint  als  der  Irrtum  des 
Gerichtshofes.  Würde  man  Einstimmigkeit 
fordern,  dann  würde  eine  grössere  Anzahl 
Freisprechungen  stattfinden,  als  billiger  Weise 
zulässig  sind.  (Mayer,  Vorlesungen  über  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung.) 

Anmerkung  53.     Soll  ein  Urteil  einstimmig  von  s  Richtern  gefasst  werden,   so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit 
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indem  c  =  s  wird.  Zur  Bestimmung  von  r  schlägt  Laplace  folgenden  Weg  vor :  Wurden 
von  einem  Gerichtshöfe  aus  s  Richtern  von  a  zur  Verhandlung  gekommenen  Fällen  über  a 
einstimmige  Urteile  abgegeben,  so  kann  man  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein  Urteil 

einstimmig  gefällt  wird,  gleich  —  setzen. 

Da  nun  ein  Urteil  einstimmig  gefällt  wird,  wenn  entweder  alle  Richter  irren,   oder 
nicht  irren,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Einstimmigkeit  des  Urteils  gegeben  durch 

r^'  +  r' 
daher  ist: 

S  s  oc 

,.  +{l-r)    =-' 

aus  welcher  Gleichung  r  berechnet  werden  kann,  wobei  von  den  zulässigen  Werten  nur 
der  zwischen  -^  und  1  liegende  zu  nehmen  ist,  da  vorausgesetzt  werden  kann,  dass  der 
Richter  eher  nicht  irrt  als  irrt. 

Dass  immer  ein  Wert  r  zwischen  -^-  und  1  liegt,  folgt  so:  Setzt  man 

/(r)  =  r'  +  il-vY-  ~ 


so  wird 

a 

a 


/a)  = 


a 

Da  nun   -^ <  1   ist  und  wenn  s  hinreichend  gross  angenommen  wird      ^_^  <  — 

wird,  so  ist  f  (1)  >  0  und  f  (  n")  ^  ^'  daher  liegt  zwischen  -^  und  1   eine  Wurzel   der 
Gleichung  f{r)  =  0  (vergl.  das  Lehrbuch  der  Gleichungen  der  Kleyerschen  Encyklopädie). 
Macht  man  von  der  Gleichung 

r'  +  r''  =    ""- 

a 

Gebrauch,  so  übergeht  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,   dass  ein  einstimmig  gefälltes  Urteil 
richtig  ist,  in 


oder  auch,  wenn  man  r*'^  =  —  —  r'^  setzt 


fV=  l-^r'^ 


a 


Hieraus  ist  ersichtlich,   dass  W  desto  grösser  ist,  je  grösser  s,  je   zahlreicher  also 
der  Gerichtshof  ist. 


Aufgabe  288.  Wie  gross  muss  die  Maj  orität, 
mit  der  ein  Urteil  gefällt  wird,   sein,   damit 

die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Richtigkeit  des        .    ^,.,  -r..     .    ^    ,     ^^    ,.  «    . 

Urteils  den  Wert  C  hat?  Auflösung.   Die  Aufgabe  287  liefert,  wenn 


TF  =  C  gesetzt  wird: 


c=       1 


-er 
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woraus  6  zu  berechnen  ist.    Es   ergibt   sich 
log  C-log  (1-C) 


log 

r-log  (1~ 

r) 

Nimmt  mau 

etwa 

also 

0,8 
0,2 

C  = 
1-C  = 

:  0,9999 
:  0,0001 

an,  so  wird 

0    = 

log  9999 
log  4 

= 

3,9999566 
0,6020600 

= 

6,6 

d.  h.  bei  einer  Majorität  von  7  Stimmen  wird 
die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Richtigkeit 
eines  Urteils  0,9999,  wenn  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  ein  Richter  nicht  irrt,  den 
Wert  0,8  hat. 


Ungelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  289.  Eine  Urne  enthält  neben  Andeutung.  Die  Lösung  geschieht  mit  Hilfe 
n — 1  weissen  1  schwarze  Kugel.  Es  wird  des  Satzes  von  Bayes,  wobei  die  beiden  Fälle 
eine  Kugel   gezogen.     Zwei   bei  der  Ziehung   zu    beachten  sind,    dass  die   schwarze  Kugel 


anwesende  Zeugen,  bei  denen  Irrtum  aus- 
geschlossen ist,  sagen  aus,  dass  die  gezogene 
Kugel  schwarz  ist.  Welches  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  die  Kugel  wirklich 
schwarz  ist? 


gezogen  wurde,  oder  nicht  gezogen  wurde. 


Aufgabe  290.  Eine  Urne  enthält  n  Num-  Andeutung.  Man  unterscheide  alle  zulässigen 
mern,  es  wird  eine  Nummer  gezogen.  Von  Fälle  und  benutze  dann  den  Satz  von  Bayes. 
zwei  Zeugen  A  und  B,  die  anwesend  sind,  be- 
hauptet A,  dass  die  Nummer  i  gezogen  wurde, 
JB,  dass  die  Nummer  i  nicht  gezogen  wurde. 
Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
die  Nummer  i  gezogen  wurde,  wenn  keiner 
der  Zeugen  irrt? 


Aufgabe  291.  In  Aufgabe  290  werde  vor- 
ausgesetzt, dass  keiner  der  Zeugen  betrügt, 
welches  ist  dann  die  Wahrscheinlichkeit  da- 
für, dass  die  Nummer  i  nicht  gezogen  wurde? 


Aufgabe  292.  In  Aufgabe  290  werde  keine 
Voraussetzung  über  die  Verlässlichkeit  der 
Zeugen  gemacht.  Welches  ist  dann  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  die  Nummer  i  gezogen 
wurde? 
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Aufgabe  293.  Eine  Urne  enthält  m  +  n 
Kugeln,  von  denen  m  weiss  und  n  schwarz 
sind.  Ein  der  Ziehung  beiwohnender  Zeuge 
sagt  aus,  dass  die  gezogene  Kugel  weiss  war, 
welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
die  Kugel  wirklich  weiss  war? 


Aufgabe  294.    Eine  Urne  enthält  n  Num-       Andeutung.    Man  muss  die  Annahme  machen, 
mern.    Von  zwei  Zeugen,  welche  der  Ziehung   dass    entweder   beide,   oder  einer  der  Zeugen 
beiwohnten,  sagt  A  aus,  dass  die  Nummer  i  lügen,   und  für  die  Annahme  die  Wahrschein- 
gezogen  wurde,   während  B  behauptet,   dass   li^hkeiten  der  Aussagen  berechnen, 
die  Nummer  k  gezogen  wurde.     Welches   ist 
die   Wahrscheinlichkeit   dafür,   dass   wirklich 
die  Nummer  i  gezogen  wurde,  wenn  die  beiden 
Zeugen  nicht  irren? 

Aufgabe  295.  In  Aufgabe  294  werde  an- 
genommen, dass  beide  Zeugen  nicht  betrügen. 
Welches  ist  dann  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
die  Nummer  i  gezogen  wurde?  


Aufgabe  296.  In  einer  Urne  sind  25  weisse  Andeutung.  Vergleiche  die  allgemeine  Lösung 
und  20  schwarze  Kugeln,  von  32  Personen,  der  Aufgabe  285. 
welche  einer  Ziehung  anwesend  waren,  be- 
haupten 8,  dass  eine  schwarze,,  24,  dass  eine 
weisse  Kugel  gezogen  wurde.  Welches  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  wirklich 
eine  weisse  Kugel  gezogen  wurde,  wenn  für 
jede  Person  die  Wahrscheinlichkeit  zu  irren 
mit  0,2  und  die  Wahrscheinlichkeit  zu  be- 
trügen mit  0,03  festgesetzt  wird? 


Aufgabe  297.  Wie  gross  wird  die  Wahr- 
scheinlichkeit in  Aufgabe  296,  wenn  20  Per- 
sonen aussagen,  dass  eine  weisse  und  12,  dass 
eine  schwarze  Kugel  gezogen  wurde? 


Aufgabe  298.  Eine  Urne  enthält  h  Num-  Andeutung.  Die  Lösung  geschieht  analog  der 
mern,  eine  von  denselben  wird  gezogen.  Von  Aufgabe  285. 
m-\-n  der  Ziehung  anwesenden  Zeugen  sagen 
m  aus,  es  sei  die  Nummer  i  gezogen,  n  sagen 
aus,  die  Nummer  i  sei  nicht  gezogen.  Welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die 
Nummer  i  gezogen  wurde? 

Aufgabe  299.     Bei   einer  Lotterieziehung       Andeutung.    Man  hat  in  der  allgemeinen  Lö- 
wird  eine  Nummer  von  5  Zeugen  gleichzeitig   sung  der  vorigen  Aufgabe  nur  die  Werte   ein- 
besehen   und    ausgerufen.     Welches    ist    die   zusetzen,  wobei  k  =  90  ist. 
Wahrscheinlichkeit   dafür,  dass   wirklich   die 
ausgerufene   Nummer  gezogen  wurde,    wenn 
Irrtum  ausgeschlossen  ist  und  die  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dass  die  Zeugen  nicht  betrügen 
mit  0,999  angenommen  wird? 
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Aufgabe  300.  Bei  einer  Lotterieziehung 
wird  eine  Nummer  von  einer  Person  als  ge- 
zogen bezeichnet  und  vier  weitere  Zeugen 
sagen  succesive  durch  Überlieferung  aus,  dass 
eben  dieselbe  Nummer  gezogen  wurde.  Welches 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die 
Nummer  wirklich  gezogen  wurde,  wenn  Irr- 
tum bei  dem  ersten  Zeugen  ausgeschlossen 
ist  und  die  Wahrscheinlichkeit  der  Zeugen 
nicht  zu  betrügen  0,999  ist? 


Andeutung.    Vergleiche  die  allgemeine  Lösung 
der  Aufgabe  286. 


Aufgabe   301.     Welcher  Vorgang   ist  bei       Andeutung.     Offenbar   ist   der   Vorgang    der 
einer   Lotterieziehung   zu   empfehlen,   der   in  bessere,  bei  welchem  sich  die  grössere  Wahr- 


Aufgabe   299    oder   in    Aufgabe   300    ange- 
nommene ? 


scheinlichkeit  ergiebt, 
eignis  auch  eintrat. 


dass  das  bezeugte  Er- 


Aufgabe 302.   Bei  einem  Gerichtshofe,  der  Andeutung.    Man  hat  nach  Anmerkung  53  aus 

aus    15   Richtern    besteht,    wurden    während  cier  Gleichung 

eines  Jahres  2356  Fälle  verhandelt,  von  denen  ,,15  _j.  n_j.yb  _  J^_ 

1213  einstimmig  erledigt  wurden,  welches  ist  2356 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein  Richter  ^en  Wert  von  r  zu  suchen,  der  zwischen  l    und 

irrt?  2 

1   liegt.    Vergleiche   hiezu   das   Lehrbuch    der 


Gleichungen  der  Kleyerschen  Encyklopädie. 


Aufgabe  303.  Wenn  angenommen  wird, 
dass  die  Wahrscheinlichkeit  des  Irrtums  eines 
Richters  0,05  ist,  wie  viel  Stimmen  Majorität 
sind  erforderlich,  damit  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  ein  Urteil  richtig  ist,  den  Wert 
0,999999  annehme? 


Andeutung.    Vergleiche  die  Aufgabe  288. 


Anhaiiff  L 


Berechnung  des  ganzen  Laplace'schen  Integrals 

— OO 

Setzt  man 


so  ist  auch 


Je-y'dy 


wobei  X  und  y  beliebige  Integrationsvariable  sind. 
Es  wird  daher 


J3  =  I  e-''"  dx.fe-y"d 


2/j 
oder  da  in  dem  ersten  Integral  x  die  Integrationsvariable  ist,  kann  man  auch  schreiben: 

+CO       +00 

J^=   fdy  fe-'^'^e-y"  dx 

— CO         —CO 
-l-CO   +OC 


=    f      fe-^^'-y'dxdy, 


—CO   —CO 

so  dass  J^  in  ein  Doppelintegral  übergeht. 

Wir  deuten  nun  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene,  so  dass  dx .  dy 
die  Fläche  des  unendlich  kleinen  Kechteckes  wird,  das  sich  an  dem  Punkte,  dessen 
Koordinaten  x  und  y  sind,  befindet,  und  dessen  Seiten  die  Längen  dx  und  dy  haben. 

Setzen  wir  nun 

und  deuten  2  als  dritte  ßaumkoordinate,  so  stellt  die  Gleichung 

z  =  e        y 

eine  Fläche  dar,  die  sich  über  der  aj^Z-Ebene  erstreckt  (Fig.  26).  Und  zwar  ist  die 
a;2/-Ebene  eine  Assyimptotenebene  dieser  Fläche,  indem  sich  die  Fläche  glockenförmig  über 
derselben  bis  zum  Punkte  A  {x  =  o,  y  =  o,  s  =  l)  erhebt  und  immer  flacher  werdend 
sich  der  a;  «/-Ebene  nähert. 

Bobek,   Lehrbuch  der  Wahrsclieinlichkeitsrechnung.  1" 
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Die  Fläche  entsteht  durch  Rotation  der  Curve  AB  in  der  a^z-Ebene  um  die  Achse  oz. 
Die  Curve  AB  hat  die  Gleichung 


Das  Volumen   T,   welches    diese    Fläche   mit   der   a?  «/-Ebene   einschliesst ,   ist   ge- 
geben durch 


V  ==    /       j  zdx  dy 


(vergl.  Kleyer  Lehrbuch  der  Integralrechnung).    Also  ist 

J2  ==  F. 

Dieses  Volumen  können  wir  auch  auf  eine  andere  Art  berechnen.     Wir  führen  näm 
lieh  in  der  a;2/-Ebene  Polarkoordinaten  ein.   Jndem  wir  setzen: 

X   =z   ^   cos   ^ 

y  =  p  sin 


Figur  27. 


nehmen  wir  gleichzeitig  statt  des 
Elementarflächenteilchens  dx  .  dy  ein 
anderes  Flächenteilchen,  nämlich  das 
unendlich  kleine  schraffierte  Rechteck, 
dessen  Seiten  p  c?  cp  und  d  p  sind  (Fig.  27), 
dessen  Flächeninhalt  also  pdpc?cp  ist. 
Das  zugehörige  Volumenselement  wird 
dann 

zpdpd^ 

sein,  und  das  Volumen  ist 


V  =  j  jzpdpd^, 


wobei  die  Grenzen  zu  bestimmen   sind« 
Da    das    Volumen     über     der    ganzen 
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X  y-'Ehene  zu  nehmen  ist,   so  müssen  p  und  cp  alle  Punkte   der  Ebene  geben,  d.  h.  es  ist 
p  zu  nehmen  von  o  bis  0=  und  'f  von  0  bis  2  z,  so  dass 

cp=r2:t    p=rc>; 

F  =    /       /  z  p  dp  d cp, 

cp=op=o 

oder   da   p  und   'f   unabhängig  von   einander  sind   und   die   Grenzen  beider  Integrale   be- 
stimmt sind,  ist 
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F  =    /   r/  cp     j  z  pdp. 

0  0 

X  =   p   cos    'f 

y  =z  p  sin  cp 

_.r2_ya  _p2 

/    z  p  d  p   ==    I  e~^^ p  J  p 

2  p  fZ  p  =  fZ  ?, 
zpdp  =^ I  e'^dh  =  —  2  ^~^' 

J   zp  dp    ^   ^Je-'^di   =    2 
0  0 

Setzt  man  diesen  Wert  in  das  obige  Integral  ein,  so  ergibt  sich 
2a        oc  2ic 


Nun  ist 

also 

mithin 

und  es  wird 

Setzt  man 
also 
so  wird 

also 


F=    /  d^       zp  dp  =  /  rf  tp.  2' 


also  folgt 
oder 


/ 


J2    =     F  =    7C 


Da  nun 


+c^ 


f^-x^  d.v  =     fe-^'  d.v  +    f 
ist,  und  das  erste  Integral 

0  OS 


e-'\}.r. 
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also 


wird,  wenn  man  an  Stelle  x  einführt  —  x,  so  ist 

—CO  0 

/  e-^'dx  =  2'\/     ^- 

0 

Setzt  man  an  Stelle  von  x  .  ,  .  kx,  also  an  Stelle  von  dx  .  .  .  kdx,  so  wird 

oo  

J  2k 


Tabelle  1. 


V^ 


X 

y 

X 

. 

X 

i      ^ 

0,0 

0,56419 

1,2 

0,13368 

2,4 

1 

0,00178 

0,1 

0,55858 

1,3 

0,10411 

2,5 

0,0Q109 

0,2 

0,54206 

1,4 

0,07947 

2,6 

i   0,00065 

0,3 

0,51562 

1,5 

0,05947 

2,7 

'  0,00039 

0,4 

0,48077 

1,6 

0,04361 

2,8 

!   0,00022 

0,5 

0,43939 

1,7 

0,03135 

2,9 

i   0,00012 

0,6 

0,89362 

1,8 

0,02210 

3,0 

0,00007 

0,7 

0,34564 

1,9 

0,01526 

3,1  • 

0,00004 

0,8 

0,29749 

2,0 

0,01033 

3,2 

0,00001 

0,9 

0,25098 

2,1 

0,00686 

3,3 

i  0,00000 

1,0 

0,20755 

2,2 

0,00446 

1,1 

0,16824 

2,3 

0,00284 

0 
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Tabelle  11. 


dt 


217 


X 

0(^) 

X 

%(x) 

X 

e(^) 

0,00 

0,000  0000 

0,40 

0,428  3922 

0,80 

0,742  1010 

1 

011  2883 

1 

437  9690 

1 

748  0033 

2 

022  5644 

2 

447  4676 

2 

753  8108 

3 

033  8410 

3 

456  8867 

3 

759  5238 

4 

045  1109 

4 

466  2251 

4 

765  1427 

5 

056  3718 

5 

475  4818 

5 

770  6680 

6 

067  6215 

6 

484  6555 

6 

776  1002 

7 

078  8577 

7 

493  7452*) 

7 

781  4398 

8 

090  0781 

8 

502  7498 

8 

786  6873 

9 

101  2806 

9 

511  6683 

9 

791  8432 

0,10 

0,112  4630 

0,50 

0,520  4999 

0,90 

0,796  9082 

1 

123  6230 

1 

529  2437 

1 

801  8828 

2 

134  7584 

2 

537  8987 

2 

806  7677 

3 

145  8671 

3 

546  4641 

3 

811  5635 

4 

156  9470 

4 

554  9392 

4 

816  2710 

5 

167  9959 

5 

563  3233 

5 

820  8908 

6 

179  0117 

6 

5716157 

6 

825  4236 

7 

189  9923 

7 

579  8158 

7 

829  8703 

8 

200  9357 

8 

587  9229 

8 

834  2315 

9 

211  8398 

9 

595  9365 

9 

838  5081 

0,20 

0,222  7025 

0,60 

0,603  8561 

1,00 

0,842  7008 

1 

233  5218 

1 

611  6812 

1 

846  8105 

2 

244  2958 

2 

619  4114 

2 

850  8380 

3 

255  0225 

3 

627  0463 

3 

854  7842 

4 

265  7000 

4 

634  5857 

4 

858  6499 

5 

276  3263 

5 

642  0292 

5 

862  4360 

6 

286  8997 

6 

649  3765 

6 

866  1435 

7 

297  4182 

7 

656  6275 

7 

869  7732 

8 

307  8800 

8 

663  7820 

8 

873  3261 

9 

318  2834 

9 

670  8399 

9 

876  8030 

0,30 

0,328  6267 

0,70 

0,677  8010 

1,10 

0,880  2050 

1 

338  9081 

1 

684  6654 

1 

883  5330 

2  ' 

349  1259 

2 

691  4330 

2 

886  7879 

3 

359  2785 

3 

698  1038 

3 

889  9707 

4 

369  3644 

4 

704  6780 

4 

893  0823 

5 

379  3819 

5 

711  1556 

5 

896  1238 

6 

389  3296 

6 

717  5367 

6 

899  0962 

7 

399  2059 

7 

723  8216 

7 

902  0004 

8 

409  0093 

8 

730  0104 

8 

904  8374 

9 

•  418  7385 

! 

9 

736  1035 ' 

9 

907  6083 

*)  Für  X  =  0,476936  ist  0  {x)  nahezu  gleich  0,5. 
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Fortsetzu 

Qg  von  Tabelle  IL 

X 

eo>;) 

X 

0(^) 

X 

0(x) 

1,20 

2 

3 
4 

0,910  8140 
912  9555 
915  5339 
918  0501 
920  5052 

1,70 

1 
2 
3 
4 

0,983  7904 

984  4070 

985  0028 

985  5785 

986  1346 

2,20 

1 
2 
3 
4 

0,998  1371 
998  2244 
998  3079 

998  3878 
998  4642 

5 
6 

7 
8 
9 

922  9001 
925  2359 
927  5136 
929  7342 

931  8987 

5 
6 

7 
8 
9 

986  6717 

987  1903 

987  6910 

988  1742 
988  6406 

5 
6 

7 
8 
9 

998  5373 
998  6071 
998  6739 
998  7375 
998  7986 

1,30 

1 
2 
3 
4 

0,934  0080 
936  0632 
938  0652 

940  0150 

941  9137 

1,80 

1 
2 
3 
4 

0,989  0905 
989  5245 

989  9431 

990  3467 
990  7359 

2,30 

1 
2 
3 

4 

0,998  8568 
998  9124 

998  9655 

999  0162 
999  0646 

5 

6 

7 
8 
9 

943  7622 
945  5614 
947  3124 

949  0160 

950  6733 

5 
6 
7 
8 
9 

991 1110 
991  4725 

991  8207 

992  1562 
992  4793 

5 
6 

7 
8 
9 

999  1107 
999  1548 
999  1968 
999  2369 
999  2751 

1,40 

1 
2 

3 
4 

0,952  2851 
953  8524 

955  3762 

956  8573 
958  2966 

1,90 

1 
2 
3 
4 

0,992  7904 
993  0399 
993  3782 
993  6557 
993  9226 

2,40 

1 
2 
3 
4 

0,999  3115 
999  3462 
999  3793 
999  4108 
999  4408 

5 

6 

7 
8 
9 

959  6950 

961  0535 

962  3729 

963  6541 

964  8979 

5 
6 

7 
8 
9 

994  1794 
994  4263 
994  6637 

994  8920 

995  1114 

5 
6 

l 
9 

999  4694 
999  4966 
999  5226 
999  5472 
999  5707 

1,50 

1 

2 
3 
4 

0,966  1052 

967  2768 

968  4135 

969  5162 

970  5857 

2,00 

1 
2 
3 
4 

0,995  3223 
995  5248 
995  7194 

995  9064 

996  0859 

2,50 

1 

2 
3 
4 

0,999  5931 
999  6143 
999  6345 
999  6537 
999  6720 

5 
6 

7 
8 
9 

971  6227 

972  6281 

973  6026 

974  5470 

975  4620 

5 
6 

7 
8 
9 

996  2580 
996  4235 

996  5821 
996  7344 
996  8805 

5 
6 
7 
8 
9 

999  6893 
999  7058 
999  7215 
999  7364 
999  7505 

1,60 

1 
2 
3 
4 

0,976  3484 

977  2069 

978  0381 

978  8429 

979  6218 

2,10 

2 
3 
4 

0,997  0206 

997  1548 
997  2836 
997  4070 
997  5253 

2,60 

1 

2 
3 
4 

0,999  7640 
999  7767 

999  7888 
999  8003 
999  8112 

5 
6 

7 

*  8 

9 

980  3756 

981  1049 

981  8104 

982  4928 
988  1526 

5 
-  6 

7 
8 
9 

997  6386 
997  7471 
997  8511 

997  9507 

998  0459 

\ 

7 

8   1 
9 

999  8215 
999  8313 
999  8406 
999  8494 
999  8578 

Anhang  I. 
Fortsetzung  von  Tabelle  IL 
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X 

e  ix) 

X 

e(^) 

X 

e  {X) 

2,70 

1 
2 
3 
4 

0,999  8657 
999  8732 
999  8803 
999  8870 
999  8934 

2,80 

1 

2 
3 
4 

0,999  9250 
999  9293 
999  9334 
999  9373 
999  9409 

2,90 

2 
3 
4 

0,999  9589 
999  9613 
999  9637 
999  9658 
999  9679 

5 
6 
7 
8 
9 

999  8994 
999  9051 
999  9105 
999  9156 
999  9204 

5 

6 

7 
8 
9 

999  9443 
999  9476 
999  9507 
999  9536 
999  9563 

5 
6 

7 
8 
9 

3,00 
4,00 

999  9698 
999  9716 
999  9733 
999  9750 
999  9765 

0,999  9779 
0,999  9999 

Anhang  IL 


Beweis  der  Stirlingschen  Formel:  für  grosse  Werte  von  n  ist: 

Wir  setzen: 

n 

J  {n)  =  y>  e-""  dx (1) 

0 

und  führen  die  Substitution : 

X  =  71  — t  \/2  7Z ,  dx  ==■  —  dt  \/2  n 

ein,  wodurch  die  Grenzen  a?  =  o  und  x  =  n  der  bestimmten  Integrals  übergehen  in 


so  dass  also 


=  \/-|-         und         t  —  0 


J{n)  =  ^  Hn  —  t\/2n  f  e-^+'l^^n  ^t.\/2n 

2 

oder 

/ {n)  =  n«  .-«  \/2^f  Y 1  -  -^^)   ^'^'"^ 

0 

wird. 

Das  Integral 


(2) 


l  = 


(3) 


bestimmen  wir  nun  für  den  Grenzwert  n  =  oo.     Setzen  wir  nämlich  n  sehr  gross  voraus, 
so  wird 


t\/2        t%       1  i' Vö 
Vn        n       3   V^  -^^^ 

wobei  ^  (i)_eine  nach  ganzen  Potenzen  von  t  fortschreitende  Potenzreihe  ist ,  welche  für 
t  <  y/  -|-  convergiert,  und  "ip  (o)  =  1  liefert.  Denn  die  Keihenentwicklung  von  \^  (1  —  y) 
con vergiert  für  alle  y  <C  1. 
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Es  ist  also: 


V8 

^(0 


In  die  Gleichung  (3)  eingesetzt  erhält  man: 


■/-' 


2         -V3TF^5P(0 

6  dt 


1     i' 


Nun  wird  für  grosse  n  der  Wert  von  -g-  -r^^^  ^  («)  sehr  klein  und 


also  ist 


im  i.  =    fe-^''dt  ==  V^      {^g^-  Anhang  I), 


lim 


SO  dass  für  grosse  Werte  von  n  gesetzt  werden  kann: 

wodurch  dann  Gleichung  (2)  liefert: 

J(«)  =  n"e-"  VsV^ (4) 

Da  aber  anderseits  für  grosse  n 

CO 

J{n)  =  fx^'e-'^dx 

o 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt,  dass 

J{n)  =  n\ 
ist.     Denn  es  ist 

fx""  e"-^  dx  =z-x''  e-^+  n  fx""-^  e"^  d  x 

wie   die   partielle  Integration    liefert    (vergl.    Kleyer,    Lehrbuch    der    Integralrechnung), 
also  ist 


fx^'e-'^dx  =  n  j  x^'-^e'^dx, 


oder  es  ist 

J{n)  —  nJ{n  —  \) 
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also  auch 

J{n  —  1)  =  {n^l)J{n  —  2) 


daher  durch  Multiplikation: 
und  da 


ist,  so  folgt 

also  liefert  Gleichung  (4) 


/(2)  =  2.  J(l) 
J(l)  =  l.J(o) 

J{ji)  =  n{7i—l)...2.l.J{ü) 

CO 

J{o)  =  fe-'^dx  =  1 

0 

J{n)  =  7i{7i—l)... 2.1.1  =:  nl 


welche  Gleichung  streng  nur  für  n  =  cs3  Geltung  hat,  aber  schon  für  einigermassen  grosse 
Zahlen  sehr  gute  Werte  liefert. 

So  ergibt  sich  direkt  berechnet: 

20!  =  2432902008176640000 

während  obige  Formel  liefert,  da: 

TC  =  3,1415926  log  K  =  0,4971499 

e  =  2,7182818  log  e  =  0,4342945 


ist: 


log  V  40  =    0,80103001 
log  V"^~  =     0,2485749  [  + 

20  log  20  =J6,O206000j 

27,0702049> 
20  log  e  =     8,6858900  >  ~ 


und  daher: 


18,3843149 

2422785 


20-^-2°  VS .  ^ .  20  =  2422785000000000000 

Es  wird  daher  etwa 

20!  -  20'%-'«  V/2".'^^2T=  10'' 
und  da 

20!  >  243.  10^' 

so  wird  der  Fehler  kleiner  als  5  %(,,  und  nicht  viel  grösser  als  4'Voo>   was  schon  für  die 
Anwendung  meist  eine  zu  vernachlässigende  Grösse  ist. 
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I.  Teil. 

A.  Über  die  mathematisclie  Wahrscliemliclikeit. 
B.  Über  die  direkte  und  entgegengesetzte  Wahrscbeinliclikeit. 

yj  z=:         -  ff  die   Anzahl   günstiger,   m   die   Anzahl   gleich 

7/Z  '         *      *  möglicher  Fälle  für  das  Eintreffen  eines  Ereig- 

nisses. 

W  +  w'  =  1 Eelation  zwischen  der  direkten  und  der  ent- 
gegengesetzten Wahrscheinlichkeit  eines  Ereig- 
nisses. 

n  /n\        n  ln  —  l)...(n  —  k+  1) 

„^u    =   1,1= — -. Anzahl  der  Kombinationen  von  n  Elementen  zur 

\'<^/  1.2...«  Äten  Klasse. 

k!   =   1  .2  .3  ..  .k Faktorielle  k. 

(n\ ^__     ^  (    n    \ 

\kj  ~    k!{n  —  k)!  \n  —  kj 

P^  =  72.'=1.2.3...n Anzahl  der  Permutationen  von  n  Elementen  ohne 

Wiederholung. 

C.  über  die  zusammengesetzte  Wahrscheinliclikeit. 

W  =  lL\->r  Wo Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  von  zwei  Ereig- 
nissen das  eine  oder  das  andere  eintritt. 

W  =    W^W^  '  •  '  W^ Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses ,   dass 

aus  dem  gleichzeitigen  Eintreffen  von  n  von  ein- 
ander unabhängigen  Ereignissen  besteht,  deren 
Wahrscheinlichkeiten  w^,  W2  .  .  .  w^  sind. 

IV  z=  w  .  Di         Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  zweier 

von  einander  abhängigen  Ereignisse. 

^  =  2üj  Cüo  (Dg  .  .  .  O)  ^ Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  von  k 

Ereignissen,  von  denen  jedes  nur  dann  eintreffen 
kann,  wenn  alle  vorangehenden  eingetroffen  sind. 

(k  +  /)  / 

P\tl   =      — -      ^  '-         Die  Anzahl  Permutationen,  von  fc-f-Z  Elementen, 

'  kl   II  von  denen  k  und  l  einander  gleich  sind, 

D/  {k-\-l-\-  n)  J 

J^  jc-i-l-i-n    ^=  T  f   I  t 1 — ^^®  Anzahl  der  Permutationen  von  k-\-l  +  n  Ele- 

'       *"  kl  LI  nl  menten,  von  denen  je  k,  l,  n  einander  gleich  sind. 

/■j^  _|-  ^  _j_  ^  -^  , . ,  -^  j')  /  Die  Anzahl  der  Permutationen  von  fc  +  ^  +  «  +  ^ 

P\i_,t_    _L      _L      = i i — -*—' — j — —   Elementen,  von  denen  je   k,  i,  n.,.,7-   einander 

*  +  '"T""+--  +  ''  kllln!...r!  gleich  sind. 

D.  Über  die  relative  Wabrsclieinliclikeit. 

p  =. ^ "Relative  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  mit 

^  1^1  +  W2  +  •  •  •  *^^•  der  Wahrscheinlichkeit  ?f,  in  Bezug  auf  die  Er- 

eignisse mit  den  Wahrscheinlichkeiten  ico,^}^ . .  »i-. 
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Verzeichnis  der  Formeln. 

II.  Teil. 

A.  über  Wahrscheinlichkeit  bei  wiederholten  Versuchen. 

^  __  -,"'— ^  Q^  Wahrscheinlichkeit  für  das    (m— i)-raalige  Ein- 

^  " treffen  des  Ereignisses  in  bestimmter  Keihenfolge 

bei  rn  Versuchen. 


=  (") 


^rii—k    ^k 

V       q 


\h^^""^ 


h  = 


A'^V2P5 


Wahrscheinlichkeit  für  das  (m— Ä;)-malige  Ein- 
treffen eines  Ereignisses  hei  m  Versuchen  ohne 
Rücksicht  auf  die  Aufeinanderfolge  des  Ein- 
treffens und  des  Nichteintreffens. 


p  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen 
des  Ereignisses,  w  ist  die  relative  Wahrschein- 


lichkeit dafür,  dass  das 


Ereignis  I 


l?ni  + 


A^ 


IV  =  0,094661  :7  7-=  c~^' 

\/     TZ 
1  f 


\/2pq       A^Vw 
log  0,094661  =  0,9761735  —  2 


n.  i  Uoi . .  Ml 


IVv 


Pk 


oder  ypm ~ —  1-mal  eintritt  hei  m  Versuchen. 


ic  ist  die  relative  Wahrscheinlichkeit  mittels  der 
Tabelle  I  berechnet,  dafür,  dass  bei  m  Versuchen 

das  Ereignis  ^Pm  + —-Vmal  eintritt. 


Wahrscheinlichkeit  für  das 

«i-malige  Eintreffen  des  Ereignisses  E^. 


m 


Wj  +  n.  +  .  .  .  +  72, 


"ä      »  >,  „  n         ^k 

denen    die   Wahrscheinlichkeiten  Pi,  p.y 
zukommen. 


Pk 


n,,  no..k 


771  =  ??i  -j-  ??2  +  . .  -  +  n- 


nl  =:  n"-  e   "  \/2k  n  Stirlingsche  Formel  (siehe  Anhang  II). 

B.  Über  das  Bernoullische  Theorem  (Gesetz  der  grossen  Zahlen). 

■        IV "^  --,--,-'       I^ie  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
—    1  +  w  ' 

+  ^>  i>  — —  >  ö  ist,  wobei 

as  h  s         . 

p — 7~lT  >  ^2  —  — r^  riv  ist,  und 

s{a  +  b)  s{a  -\-  b)        ' 

— —     ,  -  <^  d  sein  soll,  wenn  ö  vorgegeben  ist. 

Man  hat  dann  für  die  Bestimmung  von  m : 
,       G=  ii{sb~l)  c,=z  u{sa  —  l) 

logC  ,    ^  logC, 


k> 


—    log  (ö-  a  +  1)  —  log  s  a 
>  /c  +  1  + 


K> 


-    log  (s  />  +  1)  —  log  s  ^ 


r,  >  h  +  1  -f 


kiS  a 
s  b  +  1 


sa  -f  1 
m  ^  rs{a-\-b)  m^  ;>  i\  s  {a -\-  b), 

wobei  die  grössere  der  beiden  Zahlen  ???,  ni^  zu  nehmen  ist. 


Formel  13: 


Formel  14: 
Formel  15: 
Formel  16: 

Formel  17: 
Formel  18: 
Formel  19: 
Formel  19': 
Formel  20: 

Formel  20:' 

Formel  21 : 
Formel  22: 
Formel  22  a: 
Formel  23: 

Formel  23  a: 
Formel  24: 

Formel  25: 

Formel  25'  : 
Formel  26: 

oder 
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*^*'^  ^^  ^   y I      ^        "^  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,    dassj^das  Ereignis 

|/    1^     y  bei  m  Versuchen,    wenigstens  (mp— V)-maI    und 

0  höchstens  {mp  -\-  r)-mal  eintritt. 

r 
^  ~  \/2pqm 
p  +  q  =  l 

Über  die  matliematiscile  Erwartung  (Wetten,  VersiclierungeD.) 

xii  =  jT  .  W •      .      Formel  für  die  mathematische  Erwartung, 

P  .  W  =■    Q(l  —  w) Bedingung  einer  billigen  Wette. 

E^  =  W.G    \ 

_  ^      i Einsätze  einer  billigen  Wette. 

Eß  =  W'G     ) 

e  =  W^  Gl  -f-  Wq  G^  +  .  .  .  -\-W^  G^    .      .      Einsatz  auf  das  Eintreffen  mehrerer  Ereignisse, 

H^  :  Ho  :      :  H^^   =  W^  :  Wc,  :      :  IVj^       .      .      Verteilung  des  Einsatzes  auf  die  einzelnen  Ereig- 
nisse. 

R  =■  ew' Das  Risiko  der  auf  das  Eintreffen  des  Ereignisses 

wettenden  Person. 

R' =■   {G  —  e)w Das  Risiko  der  auf  das  Nichteintreflfen  des  Ereig- 
nisses wettenden  Person. 

R  ■=■    ^  ^{e  —  Ctj-  )  lüj-         Das  Risiko  bei  der  Wette  auf  das  Eintreffen  meh- 

^T  rerer  Ereignisse.   In  der  ^i  sind  nur  die  positiven 

■^  + 

Differenzen  e^  —  G^   zu  nehmen. 

R  =    2_,i{^i  —  ^i)'^i Das  Risiko    bei  der  Wette  auf  das  Nichteintreffen 

^TT  mehrerer  Ereignisse.    In  der  ^t  sind  nur  die  posi- 

tiven  DiflFerenzen  6',-  —  e^   zu  nehmen. 

lU   =   K  l j^ — Der  moralische  Wert  eines  Vermögenszuwachses  v 

'  wenn  V  das  Vermögen   ist,     l  ist    der  natürlich» 

Logarithmus. 

71/  7  ^+^ 

M  =  w  l       j^ — Der  moralische  Wert  des  mit  der  Wahrscheinlich- 

^  keit  to  erwarteten  Vermögenszuwachses  v. 

1  *^ 

ff —- (Y   1^  Y'i  fY-i- Vo)^'^      (V-hV  ^^  _  17 Moralische    Hoffnung  der  Vermögonsztfwachse  Vi 
^      ■•      !■/      V      T^    2y      «-v^        "^    fc/  A         t;^. .  .üjj.,  denen  Wahrscheinlichkeiten  2<'i,  «2..  .7f^ 

lU^  -\-  Wo  +...-{■  IV^  =    1  zukommen. 

J^_-  fY4-V  )^^  (V  i- Vo)^'^  ...(V-\-V  Y'k       ^^^^  des  Vermögens,  dessen  Zuwächse  Vi,V2...vj^. 

mit    den    Wahrscheinlichkeiten    Wi ,    Wg  . . .  Wjj.  er- 
wartet werden. 

P  =.  W   G —  Der  gegenwärtige  Wert   einer  Summe  C,  welche 

—  1  p  im  Laufe  des  Jahres  mit  der  Wahrscheinlichkeit  w 

flüssig   wird,     p   ist   der   Abzinsungsfaktor.     l  ist 
'  der  natürliche  Logarithmus. 

p  __  _    _     w  G ^Ij- p 

■~  0,43429448        log  p 

P  =   W  G  .  p^ Angenäherter  Wert  der  Formel  25. 

P  ==  c  G  W     ^^ d-*!— Einmalige  Prämie  für  eine  Feuerversicherung  auf 

1 — (1 — M;)  p  n  Jahre. 

^ 1j::-p 

°         —  0,43429448  log  p 

1 
0   =  p'ä' 
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IV 

Formel    27  :  I^  =   O  C y- r — Einmalige   Prämie   für   eine   ewig    dauernde  Ver- 

1  —  (1  —  W^j  P  Sicherung. 

,^ l-P         „_ 

0,43429448  log  p 

oder  1 

a    =  p2 

Formel   28:  p   =    C  W  p  ^ JL"--. '        .      jährliche  Prämie  für  eine  Versicherung  auf  n  Jahre 

1  —  (1  —  lü)p         1 p"  gegen  Feuer, 

i         1  _ 

Formel   29:  p  =■    C  W  p  2 ....      jährliche   Prämie   für   eine   immerwährende  Ver- 

1  —  (1  —  w)  p  Sicherung  gegen  Feuer. 

III.  Teil. 

A.  Über  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Ursache. 

Formel  30:        ">.=  ^^  ^^^  ^  ^^^^  ^;;^   .    .     .    s.t.  v„„  B..e.. 
f(a;)da; 

Formel    31:  IV  =  -~j>. "Wahrscheinlichkeit  einer  Hypothese  x. 

j  mcLv 

o 

f  f{x)d,x 

Formel   32:  W  =  "  —  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Hypothese  zwl- 

f^  f  (x)  d  X  ^Ghen  a  und  b  liegt, 

o 

Formel  33:  W,  = .      .      .      Wahrscheinlichkeit  einer  Ursache. 

Äl  +  A2  -f  .  .  .  -h  /i„   =  1 

f{x)  p  {x)dx 

Formel   34:  W  =  ——^ Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  x,   die  mit  der 

/    f  i^)  9  (^)  d  X  Wahrscheinlichkeit  p(x)  wirkte. 

0 

J  J  (^)  9[x)dx 

u 

Formel  35:  W  =  — tvj Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Hypothese  zwischen 

J    f  {x)  p  (x)  dx  «  und  ö  liegt. 

o 

ßf{x)dx 

Formel    36*  IV  =  -^^ — Wahrscheinlichkeit  einer  Ursache. 

J'f{x)dx 

0 

Formel   37:  VV   =■   1       ^^__ .      .      ,      Wahrscheinlichkeit  einer  Ursache ,  wenn  das  Er- 

7*^    m   /,  \n    7  eignis  bei  m-{-n  Versuchen  m-mal  eintrat. 

X      \1.  ~~~  Xj     Cl  X 
o 

Formel  g:         J    ,^  ^y    x^il-xfdx  =  -.    "^ '''],., 

Formel   h  :  J       z=  \ ^     |  1 |  \/  Gütig  für  grosse  Werte  von  m  und  n. 

"'i"       \m-\-n/  \m+n/  V     m+7i 


Formel  38: 


Formel  38' 


Formel  39: 


Formel  40: 


Formel   41: 


Formel  42; 


Formel  43 


Formel  43  a 


Formel  43b 
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JV  =    1 (1 —  s) "Wahrscheinlichkeit   für    das  Vorhandensein    einer 

}i-  Ursache,  wenn  das  Ereignis  bei  m-\-n  "Versuchen 

frt-mal  eintrat,  und  m,  n  grosse  Zahlen  sind. 

_  2  (m  —  n  +  1)  m'"  ?i"  \/2rz Hin 
®  ^  m  4-  w  +  1 

[/  m  —  ny       /  m  —  nY       / 111—71 Y  ~1 

\m  +  n  /        \m-\-n)        \m-\-n)  1 

1,2  ~  ^       3.4       -f       5.6       +  .  .  J 

B.  Über  die  Wahrscheinliclikeit  eines  künftigen  Ereignisses. 

-r — 77q  J^'ß   Wahrscheinlichlceit ,    dass    ein    Ereignis    bei 

M  -tTI  -\-  A  einem  nächsten  Versuche  eintritt,  nachdem  es  bei 

(jn-\-n)  Versuchen,  m-mal  eintrat. 

ur         A'\       m-^-s—r,  n-\-r 

kK   =  1^  I  j Die  "Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein  Ereignis  bei 

^   ^  '^ m,  n  s  Versuchen  (s — r)-mal  eintritt,  wenn  es  bei  m  +  n 

Versuchen  m-mal  eingetreten  ist. 

W=   ~j y^  I    »•  I     *^ rn-^-s—'^-^-i,  M+v— f  Die  "Wahrscheinlichkeit  dafür,    dass  das  Ereignis 

dm,  n    T^   ^  ^  bei  s  Versuchen  wenigstens  (s — v)-mal  und  höch- 

'     ^  Rtens  (s  —  ÄJ-mal  eintritt,  nachdem  es  bei  (m-j-n) 

Versuchen,  m-mal  eintrat. 

W  =1  —  — Y ........      "Wahrscheinlichkeit  dafür,    dass   das  Ereignis  bei 

*J  m^  n  *■  folgenden  Versuchen  wenigstens  einmal  eintritt, 

nachdem    es    bei   m-j-n  Versuchen  m-mal   einge- 
treten ist. 

S'  CV^  (m  +a)"*+"  (n  4-  bf+^        1  /sd^(m^a)    (n+'b)        Wahrscheinlichkeit  dafür, 
}V  =      ^ ^ — 1/  ^^ — ~r^ .To  <^*ss     ^^^    Ereignis      bei 

m"*  n"'  a°  b^  (s-\-  tf'^'^        '  ^  2k  mna  b  {s-\- dy       s  =  m-f-«  versuchen  m- 

mal  eintritt ,  nachdem  es 

bei  d  =  a-\-b  Versuchen 

I  /V7/^1'^-Un\  TtiJTh'i  bereits  a-mal  eingetreten 

log  W  =  0,43429448  Z  ^  +  log  L/ilJ'^H^^)  ist. 

'  2k  m  n  a  b  {s  +  dy 

r(i):,(i)\©\       1 

~^  Li. 2  ^  3.4  "^  5.6  "^ J 

-'^     Ll.2  +  3.4  +  5.6  +  •  •  •  • J 

5  =  m  +  w,  d  ==■  a  +  b 

G  =  m  —  n  8  =  a  —  b 
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C.  Über  die  wahrsclieiiilicliste  Hypothese. 


Formel  44; 


W 


0 

''    2  p  (1  —  ?^)  ^^  2  m  (5  —  m) 


m 


m  ■\-  n 


Formel  45:       p  =  0,476936  |/g.P  (1  —  V) 


Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 

i'  +  e^cü^P  — £ 

ist,  wenn  ü)  der  wahre  Wert  der  Wahrschein- 
lichkeit Ist.  Das  Ereignis  ist  bei  s  Versuchen 
m-mal  eingetreten. 


Wahrscheinlicher  Fehler  der  wahrscheinlichsten 
Hypothese.  Das  Ereignis  ist  bei  s  Versuchen  m-mal 
eingetreten. 


Formel  46: 


W 


2       /* 
^^^   \/^  I  ^  I^iö  Wahrscheinlichkeit  dafür,    dass   ein   Ereignis 


^     a 


r  s 


v^ 


bei  a  folgenden  Versuchen  wenigstens  I  - — * r  I- 

Vm-j-re       J 

mal  und  höchstens  ^ — — \.  r J-mal  eintritt,  nach- 
dem es  bei  5  =  m  +  w  Versuchen  m-mal  eintrat. 


Seite  12 
„    22 

„    48 

„    59 

64 


65 


70 

73 

74 

81 

112 

119 

125 

144 

151 
154 

166 
200 
204 


Druckfehler  und  Berichtigungen. 


Zeile      23      rechts  v.  o. 
„  16  und  19 

20 


lies    JC  +  2:k  +  3:(  <  100  statt  ^  +  2;'  +  ^l  >  100 


10 
12 


rechts 


u. 


5 
4 
3 
18  und  19 
11 
10 
13 
11 
4 
11 

11     rechts 
14        „ 
14 


Z>  =  — 5.  . 
D  =  500 
4  Arten 
m — n-\- 1 
a  =  mp  -\-B 
ß  =  mq  —  £ 
mp-^1 
mq  —  £ 
m  q 


D  =  b  .  .  . 

D  =  -500 

6  Arten 

m —  n 

a  =  mp  — £ 

ß  =  mq  -{-  s 

mp 

mq+1  -{1- 

m  q-\-  1 


0 


ist  —  e  "an  Stelle  von  +  £  zu  setzen, 
lies      mp  +  1  statt      mp 

mq  „         mq-\-l 

L.  A^  zu  streichen 

die  Wahrscheinlichkeit 


ist 


V.    0. 


55 

lies 

Aufgabe  91 

statt 

Aufgabe  82 

)5 

71 

,, 

„      ■    78 

55 

87 

55 

78 

55 

87 

5' 

78 

5> 

496,2 

55 

496.2 

(r;) 

{2-A) 

(T.^) 


(2  r+l) 


Wegen  Aufgabe  141  vergleiche  die  Lösung  der  Aufgabe  177  Seite  294. 
Zeile  6  v.  0.  lies  P'  =  vw'-{-V+  .  .  .  statt  v  w -{- V  -{-  .  .  .  und  berichtige  auch 
das  folgende  dem  entsprechend. 

Zeile  7  rechts  v.  u.  lies:  geschieht  nicht  wie,  statt  geschieht  wie. 
Zeile         3    links      v.  0.    lies  6  „  10 

„         14    rechts    v.  u.     „  der  beiden   „       aus  den  beiden. 


Ergebnisse 

der  ungelösten  Aufgaben. 


I.  Teil. 

Die  einfache  und  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  (Seite  51), 


Aufgabe  36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 

45 

46 


Die  Wahrscheinlichkeit  ist 


2 

13 


„   1)  =  - 

.    1)   =  7 
_  J^ 

"   "     9 

36 
_  J^ 
'   ■"  36 
^    21 
216 
__15^ 
216 
15 


,  2)  =  -^,  3)  =  -^,  4)  =  -,^ 


14 


2)  =  if 


216 


ccU 


Die  Kombinationen  2ter  Klasse  sind: 
ah      ac      ad      ae 
bc      bd      be 
cd      ce 
de 
Die  Kombinationen  3ter  Klasse  sind: 
abo      abd      ahe  bcd 

acd      ace 
ade 
Die  Kombinationen  4ter  Klasse  sind: 

abcd,    abce,  abde,    acde,    bcde 

Die  Kombination  5ter  Klasse  ist: 
abcde 

Aufgabe  47:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  -^r- 


bc  e 
bde 


48: 
49: 
50: 


1 

40 
_1_ 
40 
44 


B  0  b  e  k ,   Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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//?A     / /i,'\  m !  {h  —  m) !  m ! 

Aufgabe  51:    Die  Walirsclieinliclikeit  ist  =  (^„j  =  [,n)  ^    kj  (^jn—n)!  ^~ 

869 


52:      ,  „  ,.    =  -.^^-  =  0,412 

53:      „ 


54: 
55 


~    2109 
=  0,5 
Ij^ 
'"   45 

_  _L 
~    16 


57:    Die  ^yah^soheMicl.keit  i.t:=  A^^l^J^Zl^m^llAA^^MLlM^  A_ 

4:4: 


567 
16 


59:      ,.  „  „   —       /oi\        —    3591 


56:    Die  ^Yallrsclleinlicllkeiten  sind  1)  =  }-     ,   f?  r!    ■_ T^   2)  =  7— -ttvt!— TT^ 

3)  =  '-^ 4)  = ^^ 

_i(?)a)-iQ)aL-KB)(o-G) 

58:      „  „  „  =(4):  (4)"=  5^6' 

(4) 

60:    Die  Wahrsclieinlichkeit,  wenigstens  ein  Ass  zu  kaufen, 

232 
ist  für  den  Yorhandspieler  =  -^^o 

93 
61:      „  „  „      „       „    Kartengebenden  = -g^g- 

62:      „  „  „      r       V    Vorhandspieler  =    ^g- 

63 :      „  „  r      r      ,1    Kartengebenden  =  -^^- 

64:    Die  Walirsclieinlicbkeit  ist  =  0,2647 
aK.  -  ^IL 

«»•         r  V  r    —    ß4ß 

66:     Die  Walirscbeinliclikeit ,  dass  Ä  gewinnt  ist  =  -g- 

B  -    ^ 

67:     Die  Walirsclieinliclikeiten  sind:    1)  =  (  q)    2)  =  yij  \q)  \q}   "^ 

B) = (i)  (ly  (ly = ^) = (a)  (1)^  (ir  ^)  -  (o  (ir  (i) «' = (ir = 

1 

68:     Die  grösste  Wahrsclieinliclikeit  hat  die  Summe  7  und  zwar  =  ^ 

68  a:    „         „  „  ,-,       v        v      11     v        v     ^^  '^    ■ 

69:      Die  grösste  Wahrscheinlichkeit  hat  der  Zug  1  weissen  und  1  schwarzen  Kugel 
und  zwar  =  -^ 

70:      Die    grösste  Wahrscheinlichkeit   hat   die    Annahme,    dass    unter    d^en   Kugeln 
2  weisse  und  3  schwarze  sind  und  zwar  ist  dieselbe  =  0,364. 


Auliauff. 


291 


97: 

98: 


99; 
100; 


II.  Teil. 

A.   Über  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  hei  wiederholten 

Yersuchen  (Seite  100). 

Aufgabe  93:      Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  0,78 
94:         „  „  ,    =  0,97 

95:        „  ;,  „    =  0,99999773 

.,  96:        .,  .,  .,  dass  wenigstens  1  weisse  Kugel  gezogen  wird, 

ist  =  0,99467 
„  ,,  „      „  „  1  schwarze  Kugel  gezogen  wird, 

ist  =  0,999727 
Die  relative  Wahrscheinlichkeit  ist  =  0,5078 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A  gewinnt,  ist  =  -j^ 

B  -il 

Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  0,9691 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  Ä  gewinnt,  ist: 

=  P'"  +  (T)  p-'?  +  (2)  p"-'i'-  +  ---  +  {,-i)p'  3'-' 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  B  gewinnt  ist: 

=  q"'  +  (T)  i"'-'p  +  (2)  i^-y  +  ---  +  {a-i)i' P"-' 

wobei  m  =z  a  +  h  —  1  ist,  p  die  Wahrscheinlichkeit,  dass   JL,   q  die,   dass  B 
einen  Stich  gewinnt,  bedeutet. 
101:      Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  0,99999999999999069 

102 :      Bei  1  Zuge  ist  die  Wahrscheinlichkeit  kleiner  als  -^  bei  2  Zügen  grösser  als  -^ 

2  a 

9  9 

„     3  Zügen  „     .,  .,  ,,  „  -Jq   55    "^      55  55         55  'Yö 

7  ^9        ^  99^ 

"  "       •'     "  •'  "  "  100  ''  ■'  "         "  100 

103:      Enthält  die  Urne  74  weisse  und  426  schwarze  Kugeln,    so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit kleiner  als  -^ 
„         ,,        .,       75       „         „      425        ,,  ^  so  ist  die  Wahrschein- 

lichkeit grösser  als  — 

3 
104:      Enthält  die  Urne  44  weisse  Kugeln,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  kleiner  als  -j 

55       55       55    ■•■'-'"      55         55         55    55    55  55  55        "'10 

55       55       55    ^^^  55         55         55   55    55  55  55       55   IQQ 

Enthält  die  Urne  je   eine  weisse  Kugel  mehr,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
grösser  als  der  gegebene  Wert. 
105:      Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  wenigstens  3  weisse  Kugeln  gezogen  werden,  ist 

=-(f)^-(fr(i)=o."- 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  wenigstens  3  schwarze  Kugeln  gezogen  werden,  ist 

=-(ir-^(fni)=o.-6 

Die  Wahrscheinlichkeit,   dass  wenigstens  3  rote  Kugeln  gezogen  werden,  ist 
Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  wenigstens  3  grüne  Kugeln  gezogen  werden,  ist 
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Aufgabe  106:    Die  Wahrscheinlichkeit  ist 

^  /ly  r   6!  6!  6!  6!  6!  6!        .        6! 

\3/    Lö!  1!       4!  2!        3!  3!  "^'2!  4!       4!1!1!  "^ 


3!2!1!    '    3!1!2! 


!       .        6!       .        6!     1  416 


+  oT^TT7n   + 


Ü3Ü 


20 
27 


2!3!1!       2!2!2!    '    2IÜ3Ü  ~     729 

„         107 :    Die  Wahrseheinlichkeit  ist  ^  (  J  )^  [  3  ^  +  6  ^^  +  ^tIt^i]  = 

108-  _onV°     IQi  1300 

^"^-      "  "  "-H3/     3T3T4!-~656r 

„         109:     Bei  3  Würfen  wird  die  Wahrscheinlichkeit  kleiner  als   _ 
19 
bei  einem  Wurfe  mehr  wird  die  Wahrscheinlichkeit  grösser  als  der  gegebene  Wert 
„  110:     Bei  3  Würfen  ist  die  Wahrscheinlichkeit  kleiner  als  J, 

55     4        „         .,      „  „  grösser  als  ^ 

irgend  einen  Pasch  zu  werfen, 
„  111:     Bei  4  (5)  Würfen  ist  die  Wahrscheinlichkeit  kleiner  (grösser)  als   x 

„  112:      Bei  24  (25)  Würfen  ist  die  Wahrscheinlichkeit  kleiner  (grösser)  als  ^ 

„  113:      Die  Wahrscheinlichkeit  ist 

= ©  (f )^  (1)^  -  (i)  (ir  (1)^  -  a)  (1)^  (f )*  -  ©  (1)^ (fr  -  (e^)  (1)^  (ly 

=  -[(ir-B(f)'(|).B(|)'(|)  .(!)']  =  0,85. 
Aufgabe  114:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist 

=  -2M^(7V(6V(5^)  +  C/)  +  (3^)]  =  0.««^ 
„  115:      Die  grösste  Wahrscheinlichkeit  ergibt  sich  für  600  weisse   und  1000  schwarze 

Kugeln  und  zwar  ist  sie  =  0,00206 
„  116:      Die  grösste  Wahrscheinlichkeit  ergibt  sich  für  das  Ziehen  von  364  weissen 

und  636  schwarzen  Kugeln  und  zwar  ist  dieselbe  =  0,027 
„  117:      Die  grösste  Wahrscheinlichkeit  ist,  dass  man  die  „1"  100-mal  wirft  und  zwar 

ist  dieselbe  =  0,044. 
„         118:      Die  Wahrscheinlichkeit  ist    1)  =  0,05241 

2)  =  0,05288 

3)  =  0,04160 

4)  =  0,00196 

5)  =  0,00098 

119:      Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  1  —  [(|^)^^  +  25  (-^)^*  (^)]  "=  ^'^^^ 
„         120:      Bei  219  (220)  Würfen  ist  die  Wahrscheinlichkeit  kleiner  (grösser)  als  ^ 

B.  Über  das  Bernoullisclie  Theorem.    Wetten^  Yersicherungen  (Seite  164). 

Aufgabe  155:     Nach  Formel  12  ist  m  =  154900. 

„  „        13    „    m  =z  36565. 

156:     Nach  158  Würfen. 
„  157:     Es  ist  m  =  32. 

„         158:    Bei  2128400  Geburten. 

159:     Es  ist  r  =  506. 
„  160:    Man  nehme  y  =  4  an,  wodurch  sich  7«  =  112000  ergibt. 

„  161:     Die  mathematische  Erwartung  ist 

bei  einem  Quaterno:    0,000001957  X  19200  A  =  0,0375  Ä 

„      Quinterno:  0,00000002275  X  48000  A  =  0,001092  A 
wenn  A  der  Einsatz  ist. 
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Aufgabe  162:     Der  Einsatz  von  A  beträgt:  -  G 

5 
Das  Eisiko  ist  =  -^  G. 

„  163:     Der  Einsatz  muss  =  0,22  G  sein. 

164:    Das  Risiko  ist  ==  1,936  G. 

4 
„  165:    Der  Einsatz  muss  2  Mark  betragen. 

z  / 

OFCO 

166:    Das  Risiko  ist  -^  =  0,43  Mark. 
ööy 

167 :    Der  Einsatz  muss  =  1  —  '^^öZ^r  =  0,9999990463  .  =  1  Mark  sein ,   also   von 

1  Mark  nicht  verschieden. 

168:    Das  Risiko  ist  =  |  -  -^-g/_  ^^,    .  =  ^  Mark. 

„  169:     Die  Einsätze  sind  für  beide  Personen  gleich  gross. 

„  170:     Der  Einsatz  von  Ä  beträgt: 

+  '«•  3^  +  11-1  +  12.^^  =  7  Mark. 
„     .     171:     Das  Risiko  von  Ä  beträgt: 

^-3V  +  *-l|-+8-l  +  2-W+l4-  =  f  *^"'^- 


172: 

Ä  muss  3  Mark  zahlen. 

173: 

Ä  erhält  y^-  •  12  =  7,2 

5       „       1*0-12-4,8 

Die  Lösung  geschieht  folgendermassen :  Ist  p  die  Wahrscheinlichkeit  für  A,  p^, 
die  für  B  einen  Pasch  zu  werfen,  </  =  1  — p,  q^  =  1 — Pi,  so  möge  jeder 
Spieler  noch  n  weitere  Würfe  machen.  Es  gewinnt  A,  im  Falle  er  4-mal 
einen  Pasch  wirft,  während  B  höchstens  5-mal  einen  Pasch  wirft.  Hingegen 
gewinnt  B,  wenn  er  in  den  n  Würfen  6-mal  einen  Pasch  wirft,  während  A 
höchstens  3-mal  einen  solchen  wirft.  Ist  also  w  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  A  gewinnt,  w^  die  dass  B  gewinnt,  so  ist 

-  =  (4)  /  «"-*  [(5)  p'  ir  +{t}  P{  oV  +(g)  A  iT'  +(^)  p\  <il-'  +  (0  p.  9l-'+  ?;] 
«'v  =  (e)  P\  9r^  [(3")  p'  2-^ +(^')  p'  f-'  +(?)  p  1"-'  +  <!•'] . 

wie  leicht  ersichtlich  nach  Formel  8,  4  und  3. 
Es  ist  also 


3 

+ 


2.3.4.5  /9,y  1.2.3.4.5  /g.y-l 

■^  (n-4)  (?i-3)  (;2-2)  (az-1)  V,/  "^    (ai-4)  (n-3)  (7i-2)  (/2-l)yi  \pj  J 

(3)^'^"-'[l+ ] 


6       p  9i      n  — 6 
4      pi  q       n — 4 
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Aufgabe  174; 
175: 
176: 
177 : 


Da  nun  in  unendlicli  vielen  Würfen  sicherlich  auch  für  Ä  ein  Pasch  4-mal 
und  für  B  ebenso  6-mal  eintritt,  so  wird  für  n  =  ^<=  das  Verhältnis  von  w  und 
u\  für  die  Teilung  des  Einsatzes  maassgebend  sein.     Für  ji  z=  c<^  wird  aber 
lu   6       p  Pi 


und  da  p  =  p^ 


q  ~  ^i 


ist,  so  wird 


1, 


und  .  .  .  w  +  iL\ 

1  6  4 

also    10  =  -^  IV,  =  --^- 

wornach  sich  die  Teilung  berechnet. 

Allgemein  wird,  wenn  A  noch  a  und  B  noch  b  Pasche  zu  werfen  hat: 
b  a 

a  +  b'         ^         a  +  b 
Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  A  resp.  B  gewinnt. 
Der  Preis  eines  Loses  ist  80  Mark. 
Das  Risiko  beträgt  23,1  Mark. 
Ein  Los  kostet  46,19  Mark. 
Das  Risiko  ist: 

40  22 

20+t^     9_       41  —  ? 

10  *       60 


=  2(^«> 


19 


100  p 


»+A 


2(46,19-  200  p^^  +  ') 


100 


60 


=r  226,94  Mark ;     p  = 


1,04 


178 
179 
180 
181 

182 
183 


184: 
185: 

186: 
187: 
188: 
189: 
190: 
191: 
192: 
193: 


Denn  nach  20  Jahren  wachsen  46,19  Mark  auf  mehr  als  100  Mark  und  in 
38  Jahren  auf  mehr  als  200  Mark  an.  In  der  Aufgabe  141  ist  fälschlich  statt  p 
der  Faktor  r  genommen  worden.    Das  dortige  Risiko  berechnet  sich 


9 

100 


^A-p^  +  A  (10  —  0  =  0,54  e  =  116,10  Mark,   p  = 


1_ 

TM 


Das  Risiko  des  Spieles  ist  17617600  Mark. 
Die  Hoffnung  des  Banquiers  ist  =    6,82  Mark 

QQ  QQ 

n  V  n  !7  35  tja,'ja         „ 

=  20 
Der  Einsatz  kann  32,44  Mark  betragen,  so  dass  der  Gewinn  648,8  Mark  ist. 
Der  Zuschlag  kann  10857  Mark  zur  Nettoprämie   von  4750  Mark  betragen. 
Da  V  im  Verhältnis  zu  v  klein  ist,  so  muss  man  den  Zuschlag  berechnen  nach 
der  Formel  z  =   V  +  v  lu  —  {V  -^  vf  J^'.    Die  Gleichung  auf  Seite  154  hat 
zu  lauten:    P'  =  vw'  -{-  V  +  v  w  —  (V  +  vj"'  V^\  der  entsprechend  dann  die 
folgenden  Gleichungen  zu  ändern  sind. 
Der  Zuschlag  kann  29800  Mark  betragen. 

Die  auf  einmal  zu  zahlende  Nettoprämie  am  Beginn  der  Versicherung  beträgt: 
23148,2  Mark. 

Das  Risiko  beträgt  26260,6  Mark. 
Das  Risiko  der  Anstalt  beträgt  21631  Mark. 
Die  jährliche  Nettoprämie  ist  =  23,62  Mark. 
Die  einzuzahlende  Summe  ist  =  1296,9  Mark. 
Die  jährliche  Prämie  beträgt  2,44  Mark. 
Der  Unterschied  ist  =  0,02  Mark. 
Die  jährliche  Prämie  ist  =^  147,31  Mark. 
Die  Versicherung  dauert  20  Jahre. 


III.   Teil. 

A.   Über  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Ursache  (Seite  199). 

Aufgalje  211:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  -.:.- 

.,  212:     Aus  der  ersten  Urne. 

g 

„         213:    Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  -T^Tn" 

'  659 
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Aufgabe  214:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  0,  da  die  Urne  keine  schwarzen  Kugeln  enthält. 
„  215 :    Es  ist  am  wahrscheinlichsten,  dass  die  Urne  2  weisse  und  3  schwarze  Kugeln  enthält. 

17" 

„  216:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  ^r^^ 

217:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist: 


(1)0) 


=  0,9983 


219 
220 
221 


"(Dfi)  aiKi) 

/20\        +       /36\ 

218:    Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  0,11917. 

_  1 

.    -  5 

_    ^ 

"     ~  "55 

—    1?.^_ 
"    "    623 
„  222:     Am  wahrscheinlichsten  ist ,  dass  die  erste  Urne  lauter  weisse  Kugeln  enthielt. 

3072 
„  223:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist  = 

1 1  y  <  1 

„          224:     Die  wahrscheinlichste  Annahme  ist,  dass  die  Urne  lauter  weisse  Kugeln  enthielt. 
r  225 :     Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  1 

log  -i-  =  0,49097—6:  ~-  =  0,000003095 

226:     Nach  Formel  88  ist  log  ji  =  108,765 
„        38'   „    log  }x  =  108,719 
227:        „  „        38    „    log  }x  =  72,264 

38'  „    log  |i.  =  72,251 

228:     Es  ergibt  sich  log  jx  =  1,63684;  -—  =  0,02308 

also  ist  die  Wahrscheinlichkeit  ==1 

4 
r  229:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =    —- 

45 

B.    Über  die  Wahrscheinlichkeit  eines  künftigen  Ereignisses  (Seite  225). 

Aufgabe  245:  Man  muss  noch  26  Züge  machen. 

„  246:  Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  0,2601 

247:       „  „  „    =0,7268 

248:       „  „  „    =  0,992 

249:       „  „  „    -  0,93377 

250:       „  „  „    =  0,4088 

Q 

,.  251:     Der  Einsatz  muss  .  -  Mark  betragen. 

41 
„         252:     Man  kann  den  Einsatz  von -^tt-  Mark  wagen. 

DU 

r  äoo  :         „  „  „  „  „       ^  5,  5, 

,,  254:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =    nTqÄrr 

255:       „  „  „    =3  0,634 

256:       „  „  „    =  0,837 

„  257:     Der  Einsatz  kann  0,73  Mark  betragen. 

258:     A  erhält  ^^   Mark,    B  erhält  ^  Mark. 

259:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  0,009749 
260:       „  „  „    =  24728.10-^* 

261:       „  „  »    =  3447.10-^^ 
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Aufgabe  262:    Die  Wahrscheinlichkeit  ist  1)  =  0,00722 

2)  =  8488  .  10-2^ 

3}  =  0,00002348 

4)  =  1105,10-^^ 

263:     Die  grösste  Wahrscheinlichkeit  ergibt  sich   dafür,  dass  299-mal  Wappen  und 

201-mal  Schrift  auffällt  und  zwar  ist  dieselbe  =  0,03067. 

G.   Über  die  wahrscheinlichste  Hypothese  (Seite  249). 

.,  272:     Die  Wahrscheinlichkeit  einer  Knabengeburt  ist  =  0,5155. 

,,         273 :    Der  wahrscheinliche  Fehler  ist  =  +  0,00037 

.,         274:     Die  Einsätze  müssen  sich  verhalten  wie  5319  :  4681,  wobei  der  grössere  Einsatz 

von  dem  zu  leisten  ist,  der  auf  Wappen  setzt. 
.,  275:     Der  wahrscheinlichste  Wert  ist  =  0,01296 

Der  wahrscheinliche  Fehler  ist  =  0,009965 
.,         276:     Die  Wahrscheinlichkeit  ist  =  0  (0,18)  =  0,2009357 
277:       „  „  „    =  ö  (1,515)  =  0,9767 

dass  die  Zahl  der  Knabengeburten  5080567  +  11809  ist. 
„  278:    Die  Einsätze  müssen  sich  wie  93045  :  6955  verhalten,  wobei  derjenige,  welcher 

wettet,  dass  Schrift  zwischen  55-mal  und  59-mal  auffällt,  den  grösseren  Einsatz 

zu  leisten  hat. 
„  279 :    Es  ist  7  <  r  <  8  nämlich  r  =  7,2.    Wettet  also  A ,  dass  Schrift  zwischen  50 

und  64-mal  auffällt,  so  ist  er  im  Nachteil,  wettet  er  aber,  dass  es  zwischen  49 

und  65-mal  auffällt,  so  ist  er  im  Vorteil,  wenn  die  Einsätze  von  A  und  J5  gleich  sind. 

D.   Aufgaben  über  Zeugenaussagen  (Seite  270). 

In  den  folgenden  allgemeinen  Lösungen  werden  die  Bezeichnungen  des  Textes  der  gelösten 
Aufgaben  beibehalten. 

Aufgabe  280-.    H^  =  ^^^,-^^^^    (P4-.;  =  1) 

290-     W  =  ^^  *■ 

291:      W  =  —^—-^]- 

'  r  r\  -f  rj  r'  (n  —  1) 

292-      W=  ^-^ (q  =  pr  +  p'r'\ 

.,         293:     W  = ^L^ 

PP\ 
n  [n  —  1)  p  p\  (n  —  1) 

294:     W  ^  ^  ^^     ^  ^ 


295:     IV  = 


pp\ 

n  [n  — 

1 
1) 

-f 

P'P. 

n  {n  — 
r  rr 

L 

n 

-2) 
(n- 

p:_p\ 
-ir- 

n  {n  — 

-1) 

P'  -r  p\  +n{l—pp^) 
r  r\  {n  —  1) 


r  r\  r'  1\  {n  —  2)  r'  r\        r'  +  t\  +  n  (1  —  rr^ 

n  {n  —  1)"  "^  n  (?i  —  1)  "^  "?7 (Ti^-T)^" 

296:     fV^  ^ 

297:     W  = 

298:     W  = 

299:     IV  = 

1  +  8942  .  10-'° 
300:     W  =  0,9989386 

301:     Der  Vorgang  der  Aufgabe  299  ist  entschieden  der  empfehlenswertere. 
302:     Die  AVahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein  Richter  irrt,  ist  =  0,0433,  dass  er 

nicht  irrt  =  0,9567 
303:    Zur  Majorität  sind  5  (4,68)  Stimmen  erforderlich. 


1  4-  1063  . 
1 

10" 

-12 

1  +  2918  . 

10" 

-8 

r  r  +  (k- 

.1)9'^« 

f 
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